x2 -1
x—1

2. Amati fungsi f(x) = untuk x € R, x # 1.

Misalkan y = ’;2 =1 L*x%’i—‘l) — x+ 1 untuk x # 1. Nilai fungsi f(x)

untuk mendekati 1 dapat dilihat pada tabel berikut.

Tabel 6.2: Nilai pendekatan fungsi f{x) = x? _11, x # 1 pada saat x
mendekati 1 T

x1010510,7109(09910999|...(1]...]11,001]|1,01(1,1[15[L7]2
yUILS[L7]1,9) 1,991,999 (... 2 |...]2,0012,01]2,1]25]2,7]3

Pada tabel dapat dilihat nilai f{x) akan mendekati 2 pada saat x men-
dekati 1 dan nilai fungsi tidak tentu pada x = 1. Secara matematika dituliskan

2 _
lim* —1
- ox—1

=2

Perhatikan gambar!

2 _
Gambar 6.6: Nilai fungsi f{x) = );7_11 x # 1 pada saat x = 1 didekati 1 dari kiri dan kanan
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3. Amati fungsi f(x) :{

x* jikax <1

x+1 jikax>1

x mendekati 1 dapat dilihat pada tabel berikut.

Tabel 6.3: Nilai fungsi f(x) =

x mendekati 1

{ x> jikax <1

x+1 jikax>1

mendekati 2, pada saat

. Jika y = f{x) maka nilai f{x) untuk

X

0

0,5

0,7

0,9[0,9910,999(...[1

1,001

1,01

L1]1,5

1,7

2

y

0

0,25

0,49

0,8110,9810,998|...| ?

2,001

2,01

2,112,

2,7

3

Berdasarkan tabel di atas, nilai fungsi f{x) akan mendekati 1 pada saat x
mendekati 1 dari kiri sementara nilai f{x) mendekati 2 pada saat x mendekati

1 dari kanan.

Perhatikan gambar!

f) =x

2,5

Jx) =x+1

v

0 0,75 1

Gambar 6.7: Grafik fungsi f(x) = {

@ Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK

1,5

X2 jikax<lI

x+1 jikax>1




L . Xt jikax<I R
Dengan demikian fungsi f(x) = tidak memiliki limit
x+1 jikax>1
pada saat x mendekati 1.

Perhatikan definisi limit fungsi berikut!

Definisi 6.1

Misalkan f'sebuah fungsi f: R — R dan misalkan L dan ¢ anggota himpunan
bilangan real.
lim f(x) = L jika dan hanya jika f{x) mendekati L untuk semua x mendekati c.

\

(Catatan:
a. lim f(x) = L dibaca limit fungsi f{x) untuk x mendekati c adalah L.

b. Kita menyatakan bahwa f(x) mendekati L ketika x mendekati ¢ yang
terdefinisi pada selang/interval yang memuat ¢ kecuali mungkin di ¢
sendiri.

c. Limit fungsi mempunyai sifat: lim f(x) = L jika dan hanya jika
lim f(x) =L = lim f (). o

L e y

@/ Latihan|6:1

Coba kamu diskusikan kasus berikut! Perhatikan dan amati beberapa gambar
berikut dengan langkah-langkah pengamatan sebagai berikut.

1. Tentukan titik-titik x yang mendekati ¢ dari kiri dan kanan!

2. Tentukan nilai fungsi f(x) untuk x yang mendekati ¢ dari kiri dan kanan!
3. Kemudian amati nilai-nilai f{x) dari kiri dan kanan.

1. Tentukan nilai li1_131 f(x), 1i1_r31 f(x), lirll} f(x), lilp f(x), liI}‘} f(x), dan
lir}} f(x) pada gambar berikut! Kemudian tentukan nilai f{—3), f(/),dan
f(4) pada gambar berikut! Kemudian tentukan nilai f—3), f(/), dan f{(4)!

MATEMATIKA @



-3 0 1 4

Gambar 6.8: Grafik fungsi f(x) terkait limit fungsi

2. Gambar manakah yang disebut mempunyai limit pada saat x mendekati c¢?
Jelaskan jawabanmu!

Gambar A Gambar B

>

Gambar C Gambar D

Gambar 6.9: Grafik fungsi f(x) terkait limit fungsi
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@J[centonlet

Seekor lebah diamati sedang hing-
gap di tanah pada sebuah lapangan. Pada
keadaan dan interval waktu tertentu,
misalkan lebah tersebut terbang mengikuti

fungsi berikut:
=52+ 10t jika0<t<1
A1) = 5 Jika1<t<2
=St+ 15  jika2<t<3 Gambar 6.10: Lebah

. . Sumber http://hafizamri.com
Coba kamu tunjukkan grafik lintasan

terbang lebah tersebut dan analisis gerak lebah pada waktu =1 dan ¢ = 2!

Alternatif Penyelesaian:
Perhatikan gambar dari ilustrasi masalah di atas.

4 flt)

A(1,5) B(2,5)

0(0,0) 1 2 3

Gambar 6.11: Ilustrasi gerakan lebah

—5£+ 10t jika0<t<1
Misalkan y = f(t) = 5 Jikal <t <2 sehingga nilai limit fungsi
—St+15  jika2 <t<3
pada saat mendekati = 1 dan ¢ =2 dilihat pada tabel berikut.
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Tabel 6.4: Nilai y = f{¢) pada saat t mendekati 1.

t

0,71081091 09 1099(|...| 1 |...[1001]101] 1,1 |L2]13

f@|455(480]495[49995| 5 |[...]5]...] 5 5 15 |s5|s

Tabel 6.5: Nilai y = f{¢) pada saat t mendekati 2.

t

L7 L8119 1,99 [1,99]...1 2 |...[2,001]201]21](22]23

ol s | s | s 5 s |l 5. 4995 495] 45| 4 |35

Dari pengamatan pada tabel, dapat dilihat bahwa y mendekati 5 pada saat ¢
mendekati 1 dan y mendekati 5 pada saat  mendekati 2. Dengan perhitungan

limi
L.

II.

6.2

t fungsi diperoleh:

Untuk ¢ mendekati 1

lim(-5#+ 10f)=5 (makna ¢ — 1" adalah nilai 7 yang mendekati 1 dari
- kiri)

lim5=35 (makna ¢— 1" adalah nilai # yang mendekati 1 dari
o kanan)

Diperoleh, 113111 (=5#+ 10¢) = 5 = lim5. Dengan demikian, fungsi lintasan

t—1"

lebah mempunyai limit sebesar 5 pada saat t mendekati 1.
Untuk # mendekati 2

lim=>5 (makna ¢— 2 adalah nilai # yang mendekati 2 dari
o kiri)

lim(-5¢+15)=5 (makna ¢ — 2" adalah nilai 7 yang mendekati 2 dari
s kanan)

Diperoleh, lim 5 = 5 =lim(-5¢ + 15). Dengan demikian, fungsi lintasan

12" -2

lebah mempunyai limit sebesar 5 pada saat t mendekati 2.

Sifat-Sifat Limit Fungsi

Berdasarkan uraian ilustrasi, masalah, dan contoh di atas, secara induktif di-
peroleh sifat berikut.
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Misalkan f'sebuah fungsi f: R — R dan misalkan L, c bilangan real.
lim f'(x) = L jika dan hanya jika lim f(x) = L = lim f(x)

Kita akan merumuskan sifat-sifat limit fungsi aljabar.

@|[Contone2

Jika f{x) = k dengan k bilangan real maka tentukan nilai f{x) pada saat x
mendekati 1.

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan y = f(x) sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel berikut.

Tabel 6.6: Nilai f(x) = k pada saat x mendekati 1

x| 0102]05[0909]099]|...{1]...]1001]101|1,1]15[18]2
v k| k| k k k k... ?2]... k k kK| k |k

Jika x mendekati 1 dari kiri dan kanan maka nilai y akan mendekati .
Secara matematika, ditulis lil}; k=k= lirll}k atau ljgll k = k (berdasarkan
Sifat 6.1). w ”

Misalkan f(x) = k adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x
mendekati ¢, dengan k dan ¢ adalah bilangan real, maka limk = &

x>

@JIcenton(e

Jika f{x) = x maka tentukan nilai f{x) pada saat x mendekati 1.
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Alternatif Penyelesaian:

Misalkan y = f{x) = x sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel berikut.
Tabel 6.7: Nilai pendekatan f{x) = x, pada saat x mendekati 1

x|101]02105(0910991099 ... 1 |...[1001|L101]L1|L5]18]|2
y]10102]105109(099(0999]...1?|...]1L001 1,01 [1,1|15(18]2

Jika x mendekati 1 dari kiri dan kanan maka nilai y akan mendekati 2.
Secara matematika, ditulis lirlr} x=1= lirlr}x atau li£r11 x = 1 (berdasarkan
Sifat 6.1). w ”

Misalkan f(x) = x, adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x
mendekati ¢, dengan c adalah bilangan real, maka lim x = ¢

x—c

@[ Contoh|6:4

Jika f{x)= kx dengan k adalah konstan maka nilai pendekatan f{x) pada saat x
mendekati 1.

Alternatif Penyelesaian:
Misalkan y = f{x) = kx sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel berikut.
Tabel 6.8: Nilai pendekatan f{x) = kx, pada saat x mendekati 1

x[10(05]109(099]0999 |...1](...] 1,001 | 1,01 [ 1,1 |1,5| 2 |18 2
v | 0 [0,5k[0,9410,99k| 0,999 (...| ? |...] 1,001k | 1,01k | 1,1k |1,5k) 2k | 1,8 | 2

Kita dapat amati lirlr} kx =k = lirlr} kx atau li£r]1 kx =k
Jika diuraikan maka:
lim fx = (k) lim (x) = k.1 =k (dimana limx = 1).
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Misalkan f"adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati c,
dengan c adalah bilangan real, maka maka 1i£n [kf(x)] = k[ li£n )]

@[ Contoh6:5)

Jika f{x) = kx* dengan k adalah konstan maka nilai pendekatan f{x) pada saat x
mendekati 1.

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan y = f{x) = kx* sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel berikut.
Tabel 6.9: Nilai pendekatan f{x) = kx* dengan k adalah konstan pada saat x
mendekati 1

x]0]102105] 09 | 09 0,999 |...[1]...| 1,001 1,01 [ 1,115 1,8 |2

[e]

y 0,01%]0,25k] 0,81k [0,98014] 0,998001% (.. .| ? |...]1,002001k(1,0201k|1,214|2,25K 3,24k |4k

Kita dapatamati lim kx* = k= lim kx* atau lim kx* = k. Bila diuraikan prosesnya
x>l x-1* x>
maka,

lj£r11(2x2) = lgrll 2) (@) (x) =lj£r11(2) ljirll(x) ljirll(x) =2.1.1=2
atau

lxi£r11(2x2) = lglll 2) =1xi£111(2) ljglll(xz): 2.12=2

atau

lim(2x?) = lim (2x) (x) =lim(2x) lim(x)= 2.1 = 2.
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Misalkan f; g adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati c,
lim[A)g)] = [lim /0] [limg(@)]

@|Icontonlele

1. Jika filx) = x* — 4x maka tentukan nilai pendekatan f(x) pada saat x
mendekati 1.

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan y = f{x) = x> — 4x sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel
berikut.

Tabel 6.10: Nilai f{x) = x> — 4x pada saat x mendekati 1

x10] 0571 09 109 ({0999(...| I [...]1,001] 1,01 | L1 L5 | 2
y|0|-1,75(-2,79 [-2,98}-2,998| ... | ? |...|-3,002[-3,02|-3,19|-3,75| 4

Kita dapat amati lim [x*—4x] = -3 = lim [x*— 4x] atau lim [x*—4x] =-3.

x>

Bila diuraikan proses dengan kaitannya dengan 1in11 x*=1dan lim4x =4

x—1

maka,

115111 [x>—4x] = lg)rll [(x*) — (4x)]

= lim (x?) — lim (4x)
=()-@)
=-3.
2. Jika f{x) =x* + 4x maka tentukan nilai f{x) pada saat x mendekati 1.

Alternatif Penyelesaian:
Tabel 6.11: Nilai f(x) =x* + 4x pada saat x mendekati 1

x10] 0571 09 109 ({0999(...| I [...]1,001] 1,01 | L1 L5 | 2
y[0]225]441 (494149 |...| ? |...[ 501|506 561 |825] 12
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Kita dapat amati lim [x*+ 4x] = 5 = lim [x*+ 4x] atau lim [x* + 4x] = 5.

x=>1"

Bila diuraikan proses dengan kaitannya dengan lil’Ill x*=1 dan linlq 4x =4

maka,

1i£111 [x*+4x] = 1i£111 [(x?) + (4x)]
= lim () + lim (4x)
=(+@

= 5.

Misalkan f; g adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati c,
Lim[A(x) + g(x)] = [1im f(x)] £ [1im g(x)]

@[ Contoh|67,

2
Jika f(x) = %4)6 maka tentukan nilai f{x) pada saat x mendekati 1.
2x* +x

Alternatif Penyelesaian:

x2 +4x

Misalkan y = f(x)= sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel berikut.

2x% +x

o _ _ xr+4x .
Tabel 6.12: Nilai f{x) = f{x) = =—— pada saat x mendekati 1

2x* + x
x| 0,1 0,7 09 [109910999|...1 1 [...]1,001] 1,01 1,1 1,5 1,7
342 | 1,96 | 1,75 | 1,67 | 1,67 1,67 | 1,66
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2 2 2
X +4x _ 1,67 = limw atau limw

=T 2x2 4+ x o 2x2 4 x U 2x2 4+ x

Kita dapat amati lim
= 1,67. Bila diuraikan proses dengan kaitannya dengan linll[x2 + 4x] =5 dan

lirr11[2x2 + x] = 3 maka,
2 4 4y lxigl(x2 +4x) 5

lim == = 5 atau 1,67.
=4y limQx2+x) 3

Misalkan f; g adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati c,

f_limfx)
{g(x)} limg(x) =limg(x) #0

dengan ¢ adalah bilangan real, maka lim

x—c

@JIcontonle’s

Jika f(x) = 8x* maka tentukan nilai f{x) pada saat x mendekati 1.

Alternatif Penyelesaian:
Misalkan y = fix) = 8x° sehingga nilai fungsi disajikan pada tabel berikut.
Tabel 6.13: Nilai f{x) = 8x* pada saat x mendekati 1

x| 01 [071] 09 109 1099|...( 1 (...]1,001] 1,01 | L,1 | 1,5 L7
y 10,08 1274]583 7,76 {798 ... ? [...] 802 | 824 |10,65| 27 (39,30

Kita dapat amati lim 8x* = 8 = lim 8x° atau lim 8x* = 8. Bila diuraikan proses

x> a1t x

dengan kaitannya dengan lir1112x = 2 maka,
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lim 8x* = 1i1r11(2x)3

= lxi£rll(2x)(2x)(2x)

=( lj£r112x)( 1xi£1112x)( lj£r112x)
= (lxingx)3

— (2)3

=8

17

| Sifat 6.8

Misalkan f'adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati c,
dengan ¢ adalah bilangan real dan »n adalah bilangan positif.

imU] = [lim /)]

Tunjukkan dengan pendekatan nilai linzlx = lin}(é/} )3!

Uji Kompetensi 6.1

1.

Tunjukkan dengan pendekatan nilai pada limit fungsi berikut:
a.  lim6x® = (lim2x)(lim3x?)
244 (li%rznx)2 + (lim4)

b S T (iim2)+ (imx)

x—>2 x—2

linzl(2x +5)* = (lim2x + lin;l 5)°.

x—2
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2. Tunjukkan dengan gambar dan pendekatan nilai fungsi pada saat
pendekatan ke 2 dari kiri dan kanan:

a. limx=2 d.

x—=2

b. lim6x=12 e.

x—2

c. lim(6+x)=8

lim 6x* =24
lim © =3.
x—2 x

3. Tunjukkan pada gambar berikut, fungsi y = f(x) mempunyai nilai limit
atau tidak pada saat x mendekati ¢! Berikan alasan!

a. o d.
0 c ;

b V4 e

y=fx)
0 ¢ ;
c. f.
y=fx)

.
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Jika L, K adalah bilangan real dan lim f{x)

tentukan:
a. 1imﬂw
M) -2
. f2(x)=I?
p. M )
f2x)+ L

x—=2

c nm[wf .

() +g)

= L, limg(x) = K maka

Tunjukkan dengan gambar, nilai pendekatan dari fungsi-fungsi berikut:

a. lil’Izl (x+2)

.oXc =
b 11£121 x—2
c limx—2

x>0 X
d. Jika f{x) = {
e. Jikaf(x) = {

x+2 jikax<l1
4—x jikax>1
x+1 jikax<1

X2+ 1 jikax>1

maka tunjukkan linll fx)

maka tunjukkan lim fx).

Tuliskan dan tunjukkan sifat-sifat limit yang mana saja dapat digunakan

untuk menyelesaikan limit fungsi berikut?

a. lim (3x*—4)

b. lim x—4
= x+4

c. lim(2x—1)%

x—1

MATEMATIKA @



6.3 Menentukan Nilai Limit Fungsi

Pada bagian ini, kita akan menentukan nilai limit suatu fungsi aljabar
dengan menggunakan metode ataupun strategi. Perlu kamu ingat, fungsi dapat
terdefinisi pada x = ¢, dan dapat juga tidak terdefinisi pada saat x = c¢. Untuk

itu, nilai f{c) akan mempunyai bentuk tak tentu, seperti 0 , L o0 — o0, 00”

dan lain-lain. Bentuk-bentuk ini bukan nilai limit fungsi yang dimaksud. Oleh

karena itu, misi kita adalah mencari bentuk tentu dari limit fungsi tersebut.

Perhatikan langkah-langkah berikut:

1. Substitusikan x = ¢ ke fungsi f{x) sehingga diperoleh f(c) = L. (L = nilai
tentu).

2. Jika L merupakan salah satu bentuk tak tentu maka kita harus mencari
bentuk tentu limit fungsi tersebut dengan memilih strategi: mencari
beberapa titik pendekatan, dan memfaktorkan.

Berikut adalah contoh fungsi yang terdefinisi atau tidak terdefinisi pada
suatu pendekatan tertentu.
1. Fungsi f{x) = x* + 1 mempunyai bentuk tentu pada x = 1 karena f{1) = 2.
Dengan demikian, nilai limit fungsi pada x = 1 adalah 2.
x* =1

2. Fungsi f(x) = 271
x —

karena f{c) = % atau f(-1) = % Dengan demikian, dibutuhkan strategi

mempunyai bentuk tak tentu pada x = 1 dan x = -1

untuk mencari nilai limit fungsi padax =1 dan x =—1.
Perhatikan beberapa contoh soal dan penyelesaian berikut.

) GG

2 _
Tentukan nilai limw
x—2 x2 _ 4

Alternatif Penyelesaian:
Cara I (Numerik)

. _ _x*2—3x+2 - -
Jika y = f{x) = ~—=>"= maka pendekatan fungsi pada saat x mendekati 2

x? -4

ditunjukkan pada tabel berikut:
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2 _
Tabel 6.14: Nilai pendekatan y = X =3x+2 pada saat x mendekati 2
x2—4

x| s | L7 | 1,9 | 1,9 [1,999] 2 [2001] 201 | 21 | 23 | 25
y |0,143] 0,189 | 0,231 | 0,248 |0,250| 0/0 | 0,250 | 0,252 |0,268]0,302 0,333

Pada tabel, fungsi y = f(x) akan mendekati 0,25 untuk x mendekati 2.

Cara II (Faktorisasi)
Perhatikan bahwa f(2) = % adalah bentuk tak tentu sehingga diperlukan

strategi pergantian dengan faktorisasi sebagai berikut:

x2=3x+2 =lim£—LH2 x—1
7 Tl E )+

.ox—1
= lglzlh karena x # 2

1

=4 atau 0,25.

@JJcontonleio

1irr21
x> x2 _ 4

4 _ 4 _
Tentukan nilai lim™ 1 dan lim?® 1.
x—1 xz _ 1 x—-1 x2 _ 1

Nilai fungsi tersebut adalah bentuk tak tentu pada absis 1 dan —1 sehingga
perlu strategi pergantian dengan faktorisasi!

Alternatif Penyelesaian:

Cara I (Numerik)
4
Jika y = >

X< —

maka pendekatan fungsi pada saat x mendekati 1 dan —1

ditunjukkan pada tabel berikut:

4 _
Tabel 6.15: Nilai pendekatan f(x) = .x2 !

pada saat x mendekati 1

X 0,7 0,8 0,9 0,99 10,999 1 1,001 | 1,01 1,1 1,2 1,3
1,49 1 1,64 | 1,81 | 1,98 [ 2,00 2,00 | 2,02 | 2,21 | 2,44 | 2,69
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Tabel 6.16: Nilai pendekatan f(x) = 5

x4

pada saat x mendekati —1

x | -13

-1,2

1,1

-1,01

—1,001

-1

0,999

-0,99

-0,9

-0.,8

0,7

y | 2,69

2,44

221

2,02

2,00

?

2,00

1,98

1,81

1,64

1,49

Dengan melihat tabel-tabel di atas, jika x mendekati 1 maka fix) akan
mendekati 2 dan jika x mendekati —1 maka f{x) akan mendekati 2.

Cara II (Faktorisasi)

I, T G-
— ligq(x2 +1)
= li£111(—1)2 +1
=2

dan

mo - T Geha-)
— lirg(x2 +1)
= lim(-1)*+1

x—>=1

=2.

karena x # 1 dan x #-1

karenax # 1 dan x # -1

Tentukan nilai {jm G~ l)z —(x+1y° dengan menunjukkan pendekatan nilai

x—1

x =1

dan proses pergantian fungsi dengan faktorisasi.
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Cara I (Numerik)

Petunjuk

1. Lengkapilah tabel di bawah ini.

2. Amati pergerakan nilai dari kiri dan kanan pada saat mendekati 1 di
sumbu x.

3. Amati pergerakan nilai dari kiri dan kanan pada saat mendekati f{1) di
sumbu y.

4. Tentukan nilai limit fungsi.

Misalkan y = _(3x = l)j ~(x+1 maka pendekatan fungsi pada saat x men-
x -1
dekati 1 ditunjukkan pada tabel berikut:

Tabel 6.17 Nilai pendekatan f{x) = G* = l)i —(x+1) pada saat x mendekati 1
x -1

x| 05109 (095109 10999(...| 1 |...]1001] 1,01 [ 1,05 [ 1,1 | 1,5

52 ISP I AP EROPP R PRV 070N I

Cara Il (Faktorisasi)
lim Bx—1>-(x+1)
x—1 x3 _1

Langkah 1. Jabarkan fungsi-fungsi di pembilang dan faktorkan fungsi di

penyebut
3 2 3 2
_ lim("'x - x+x—n )X+ x4+ x4l
=l (x=1)(...)
3 2
- et e XX
1 (x=1(...)
Langkah 2. Faktorkan fungsi di pembilang
~ 1im&=DC..)

=D

karena x # 1
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@J[contonlelia

Tentukan nilai linlli
x— 1

1y '

Alternatif penyelesaian:
Dengan memisalkan x = ' maka x — 1 menjadi y — 1 schingga:

5 3 5[.15 3] 15
NI P L

x>l 15 yol
1-Rx 1_15 y15

lim 2 A+ A=)
yol 1- y

lim y(A+y) karena y # 1

1(2) atau 2.

@| Contoh|6:12

Sebuah bidang logam dipanaskan di bagian tengah dan memuai sehingga
mengalami pertambahan luas sebagai fungsi waktu f{r) = 0,25 + 0,5¢ (cm?).
Tentukan kecepatan perubahan pertambahan luas bidang tersebut pada saat
¢t =5 menit.

Alternatif penyelesaian 1:

Kecepatan perubahan pertambahan luas adalah besar pertambahan luas
dibandingkan dengan besar selisih waktu. Perhatikan tabel!

Tabel 6.18: Nilai pendekatan £{(¢) = 0,25¢ + 0,5¢ (cm?) pada saat  mendekati 5

t At=t-5 Af = f(t)-(5) Af /At
1 4 -8 2
2 -3 6,75 2,25
3 2 5 2,5
4 -1 2,75 2,75

@ Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK




Af = f(t)-£(5) Af /At
4,5 0,5 -1,4375 2,875
49 -0,1 -0,2975 2,975
4,99 -0,01 -0,029975 2,9975
4,999 -0,001 -0,00299975 2,99975
4,9999 -0,0001 -0,000299997 2,999975
5 0,0000 0 ?

5,0001 0,0001 0,000300002 3,000025
5,001 0,001 0,00300025 3,00025
5,01 0,01 0,030025 3,0025
5,1 0,1 0,3025 3,025

5,5 0,5 1,5625 3,125

6 1 3,25 3,25

Dengan melihat tabel di atas, pada saat  mendekati 5 maka A¢ mendekati 0
dan f{?) akan mendekati 3 (cm?/menit).

Alternatif Penyelesaian 2: (Dikerjakan sebagai Latihan)
At)=0,25¢+ 0,5t

im /O =15 _ lim(O,25t2+0,51)—(...)

15 {— 155 {— 5

imo - 0,5(...
= lim s = tim &)
~ im 0,5(...)(&—5)

t—5 t—5
= lim0,5(...) =. ..

5

karenat# 1

Alternatif Penyelesaian 3: (Dikerjakan sebagai Latihan)
Petunjuk: Jika ¢ diganti menjadi 7'+ 5.
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Uji Kompetensi 6.2

1. Selidiki fungsi tersebut mempunyai limit atau tidak, berikan alasan!

2
a. lLim% + 1
ol o x—2

b lim* !

x—l x2 _ 1
¢ lm" )
olox—1
im ¥
d. limy
X =X
e. lglolx i
2. Dengan menggunakan strategi, tentukan nilai limit fungsi berikut:
. X2 +2x-3
11£r11 2x-3
b. hmw
x—>-1 x2 _ 3
o limX —2x
X2 x2 4
d. limM
X2+ x-6
3
. lim x? —4x?
X2+ x-2
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Sketsa dan analisis limit fungsidix =—1 danx =1
3 jikax>1
& fix)=41 2 jikal<x<l
1 jikax<-I1
4  jikax>1
b. flx)=9 2x+2 jika-1<x<I
0 jikax<-I
x+1 jikax>1
- flx)=1 3—x jika-1<x<I
—4x  jikax<-1
x+2 jkax>1
d. fix)=7 3x jika-1<x<1
x? jikax<-1

[¢)

x> jikax>1
e. fix)= 2 jika-1<x<1,
2—x jikax<-1

4. Sebuah garis y — 2x — 3 = 0 menyinggung kurva y = x* + x + 2.
a. Coba kamu tunjukkan koordinat pendekatan kedua kurva (titik
singgung). Gunakan strategi numerik untuk mendapatkannya!
b. Carilah metode lain untuk mendapatkan titik singgung tersebut!
c. Sketsalah permasalahan tersebut!

5. Tentukan nilai limit fungsi berikut!

. -1 .
a. lim : dengan memisalkan x = #*.
x—1 x =1
. Nx+1-2 .
b. limY" dengan memisalkan x =7 — 1.
x—1 x—-3

C lim{/;_d;
) x—)l\ﬁ/;_\/;

dengan memisalkan x = #'2,
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Tentukan nilai limit fungsi berikut dengan menggunakan dua atau lebih
metode penyelesaian! Bandingkan jawaban yang Anda peroleh!

a. Jika f{x) = 3x* maka tentukan Jim fx+ 22) —f(x)

h—=0

b. Jika fix) = 3x” maka tentukan lim/(**+2) - f(x=2h)

c. Jika fix) = 3x*> maka tentukan lim S+ 4h)?;zf (x+2h)

h—0
(2013

Jika fungsi f{x) memenuhi f(x)—2f - x] = x maka tentukan nilai

2013
. 31 (x) .
xll%}s[x ~2013

. Penutup

Setelah kita membahas materi limit ini, terdapat beberapa hal penting

yang menjadi kesimpulan dari hasil penemuan berbagai konsep dan aturan
tentang limit, disajikan sebagai berikut.

1.

Penentuan limit suatu fungsi di suatu titik ¢, sangat bergantung pada
kedudukan titik ¢ dan domain fungsi tersebut. Dalam pembahasan limit
fungsi pada buku ini, yang menjadi domain fungsi adalah himpunan
bilangan real dimana fungsi tersebut terdefinisi.

Sebuah fungsi f dikatakan mempunyai limit di titik ¢ jika dan hanya jika
nilai fungsi untuk x dari kiri dan kanan menuju ke bilangan yang sama.
Suatu fungsi f mempunyai nilai limit di titik ¢, apabila nilai limit kiri sama
dengan nilai limit kanan dari fungsi tersebut pada titik c.

Tidak semua fungsi mempunyai limit di titik c. Titik c tidak harus anggota
domain fungsi, tetapi ¢ anggota himpunan bilangan real.

Misalkan f'sebuah fungsi yang terdefinisi pada himpunan bilangan real dan
c dan L adalah bilangan real, fungsi f mendekati L pada saat x mendekati
¢ dapat kita tuliskan dengan lim f(x) = L.
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6. Misalkan f{x), g(x) adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x
mendekati ¢, dengan k dan ¢ adalah bilangan real serta n adalah bilangan
bulat positif.

a. limk=k

b. l:i;;ac:c

¢ lim[kf(x)]=k[lim f(x)|

d. lim[ f(x) + g(x) | = lim f (x) | +[limg(x)
e lim f(x)g(x)]=[lim /()| [limg(x)]

g(x)| |limgx)

& lim{ £()]" = lim| /() |
b limy/7 () = ¢fim /().

x—c

] dengan lizn g(x)#0

Selanjutnya, kita akan membahas tentang materi turunan. Materi prasyarat
yang harus kamu kuasai adalah himpunan, fungsi, operasi hitung bilangan
dan pengukuran serta limit fungsi. Hal ini sangat berguna dalam penentuan
turunan suatu fungsi, nilai stasioner, nilai optimal sebuah fungsi, titik belok,
dan sebagainya. Pada jenjang yang lebih tinggi, kamu harus menguasai fungsi
yang kontinu dan diskontinu. Semua apa yang kamu sudah pelajari sangat
berguna untuk melanjutkan bahasan berikutnya dan seluruh konsep dan
aturan-aturan matematika dibangun dari situasi nyata dan diterapkan dalam
pemecahan masalah kehidupan.
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BAB

Turunan

u Kompetensi Dasar dan Pengalaman Belajar

Kompetensi Dasar

Pengalaman Belajar

Setelah mengikuti pembelajaran turunan

siswa mampu:

3.8 Menjelaskan sifat-sifat turunan fungsi
aljabar dan menentukan turunan fungsi
aljabar menggunakan definisi atau sifat-
sifat turunan fungsi.

3.9 Menganalisis keberkaitan turunan
pertama fungsi dengan nilai maksimum,
nilai minimum, dan selang kemonotonan
fungsi, serta kemiringan garis singgung
kurva.

4.8 Menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan turunan fungsi aljabar.

4.9 Menggunakan turunan pertama fungsi
untuk menentukan titik maksimum, titik
minimum, dan selang kemonotonan
fungsi, serta kemiringan garis singgung
kurva, persamaan garis singgung, dan
garis normal kurva berkaitan dengan
masalah kontekstual.
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Melalui pembelajaran materi turunan, siswa
memperoleh pengalaman belajar:

Terlatih berpikir kritis, kreatif dalam menganalisis
permasalahan.

Bekerjasama dalam tim dalam menemukan solusi
permasalahan melalui pengamatan, diskusi, dan
menghargai pendapat dalam saling memberikan
argumen.

Terlatih melakukan penelitian dasar terhadap
penemuan konsep.

Mengkomunikasikan karakteristik masalah
autentik yang pemecahannya terkait turunan.
Merancang model matematika dari sebuah
permasalahan autentik yang berkaitan dengan
turunan.

Menyelesaikan model matematika untuk
menganalisis dan mendapatkan solusi per-
masalahan yang diberikan.

Menuliskan dengan kata-katanya sendiri konsep
turunan berdasarkan ciri-ciri yang dituliskan
sebelumnya.

Membuktikan sifat-sifat dan aturan matematika
yang berkaitan dengan turunan berdasarkan
konsep yang sudah dimiliki.

Gradien

Garis tangen/singgung
Stasioner

Fungsi naik/turun
Maksimum/minimum
Titik belok




Masalah
Autentik

Fungsi

v

Limit
Fungsi

v

Turunan

v

Fungsi

Materi
Prasyarat

A 4

Turunan
Fungsi

A 4

Titik
Stasioner

Fungsi
Naik

v

Titik

Maksimum

Titik
Belok

v

Titik
Minimum

A 4

’| Grafik Fungsi [¢
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. Materi Pembelajaran

Setelah kamu memahami konsep limit fungsi pada bab sebelumnya, kamu
akan mempelajari konsep turunan. Ingat, konsep limit fungsi digunakan pada
bab ini.

7.1 Menemukan Konsep Turunan Fungsi

Turunan merupakan salah satu dasar atau fondasi dalam analisis dan sangat
aplikatif untuk membantu memecahkan suatu permasalahan dalam kehidupan
sehari-hari. Untuk itu, kamu diharapkan mampu memahami berbagai konsep
dan prinsip turunan fungsi. Kemonotonan, kecekungan, pengoptimalan, titik
belok, dan lain sebagainya dapat dianalisis dengan menggunakan konsep
turunan. Untuk menemukan konsep turunan, kita akan mencoba mengamati
berbagai permasalahan nyata dan mempelajari beberapa kasus dan contohnya.
Kita memulainya dengan menemukan konsep garis tangen atau garis singgung.

7.1.1 Menemukan Konsep Garis Sekan dan Garis Tangen

Coba kamu amati dan cermati berbagai masalah nyata yang diajukan,
bermanfaat sebagai sumber abstraksi kita dalam menemukan konsep dan
hubungan antara garis sekan atau tali busur dan garis singgung.

L I Masalah 7.1
ik

Seorang pemain ski meluncur kencang di permukaan
bukit es. Dia meluncur turun, kemudian naik
mengikuti lekukan permukaan es sehingga di suatu
saat, dia melayang ke udara dan turun kembali ke
permukaan. Perhatikan gambar di samping.

Gambar 7.1: Bermain ski
Sumber: http://www.123rf.com
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Permasalahan
Secara analitik, misalkan bahwa bukit es diasumsikan sebagai kurva, pemain
ski diasumsikan sebuah garis yang tegak lurus ke papan ski serta papan ski
adalah sebuah garis lurus lainnya. Dapatkah kamu tunjukkan hubungan kedua
garis tersebut?

Alternatif Penyelesaian:

Coba kamu amati gambar di bawah ini. Misalkan permasalahan di atas
ditampilkan dalam bentuk gambar berikut.

Garis normal

Garis sekan /tali busur

Garis singgung
y 2 R N N

vl N T :

=ty

o X X X

Gambar 7.2: Garis sekan, garis singgung dan garis normal

Posisi tegak pemain terhadap papan ski adalah sebuah garis yang disebut garis
normal. Papan ski yang menyinggung permukaan bukit es di saat melayang ke
udara adalah sebuah garis yang menyinggung kurva disebut garis singgung.
Jadi, garis singgung tegak lurus dengan garis normal. Bagaimana hubungan
garis singgung dengan kurva?

Misalkan pemain ski bergerak dari titik QO(x,, y,) dan melayang ke udara pada
titik P(x, y,) sehingga ia bergerak dari titik O mendekati titik P. Semua garis
yang menghubungkan titik O dan P disebut tali busur atau garis sekan dengan

Yoo h (Ingat konsep garis lurus).

Xy =X

gradien m =
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Coba kamu amati proses matematis berikut. Misalkan x, = x, + Ax dan
v, =y, + Ay, jika Ax semakin kecil maka Q akan bergerak mendekati P (Jika
Ax — 0 maka Q — P).

Perhatikan kembali gambar!

y A
garis sekan
garis sekan
P garis sekan
¥ PCiyn) garis sekan

garis tangen/singgung

Yo |7 AR P

y=x)

v

X2 X1 X

Gambar 7.3: Gradien garis sekan mendekati gradien garis singgung

Jika y = f(x) maka gradien garis sekan PQ adalah:
SO~ 08) _ S+ A) - f(x)

X, — X, X, +Ax—x,

PO

Misalkan f:R — R adalah fungsi kontinu dan titik P(x,,y,) dan
O(x, + Ax, y, + Ay) pada kurva f. Garis sekan menghubungkan titik P dan

_ S +A) - f(x)

dengan gradien m .
Q dengan g A
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Amati kembali gambar di atas. Jika titik O mendekati P maka Ax — 0 sehingga
diperoleh garis singgung di titik P dengan gradien:

S(x + A:i —f(x) (Jika limitnya ada).

Mpsg = liIm

Misalkan f'adalah fungsi kontinu bernilai real dan titik P(x , y,) pada
kurva f. Gradien garis singgung di titik P(x , y,) adalah limit gradien garis
SO +Ax) - f(x)

sekan di titik P(x,, y,), ditulis: mg, = gn% mg, = gn}) :
(Jika limitnya ada) 7 7 Ax

@[ Contoh|7:

Tentukan persamaan garis singgung di titik dengan absis x = 2 pada kurva

S =x*

Alternatif Penyelesaian:
Misalkan x, =2 dan y, = (2)’ = 4 sehingga titik singgung di P(2, 4).

Gradien garis singgung adalah: m = lim S+ A) — /(%)
[+ - Ax

& my-. = lim
PGS xS0

. (2+Ax) —(2)
& Mpgs = 2210 Ax

. (4+4Ax+AX7) -4
& Mpgs = Al)lg}) Ax

. AAx+ AYP
& Mpgs =£fj})T
& Mpgg =£r_r)})4+Ax

& My =4
Jadi, persamaan garis singgung adalah y —4 =4(x —2) atau y —4x + 4 =0.
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@ | LLatihan\7A1

Tentukan persamaan garis singgung di titik dengan absis x = —1 pada kurva
flx) =x*
Alternatif Penyelesaian:
Misalkan x, = —1 dan y, = . . . sehingga titik singgung di P( ...., ....). Jadi,
gradien garis singgung adalah: m = lim S+ A0 = f(x)
Ax—0 Ax

M=)

& Mpgg = Eino Ax

& Mpgs —Al)lcr_r)%) Ax

Ingat penjabaran [A%? — B2 = (A + B)(A — B)]
[C)P+ FC)PC) =)

&S m,.. = lim
PGS Ar—s0

Ax
RN I | I, At
my o= lim A
Smp=lim [ ]
&m

PGS "

Jadi, persamaan garis singgung adalah y — (.. .)=(...)(x—=(...)).

7.1.2 Turunan Sebagai Limit Fungsi

Setelah kita kaji konsep garis sekan, garis normal dan garis singgung maka
selanjutnya, kita akan mempelajari lebih dalam konsep garis singgung untuk
mendapatkan konsep turunan.

Coba kamu perhatikan dan amati kembali Gambar 7.3. Jika x, = x + Ax dan
v, =y, + Ay maka titik Q akan bergerak mendekati P untuk Ax semakin kecil
sedemikian gradien garis singgung di titik P disebut turunan fungsi pada titik

f(xl +Ax)_f(x1)
Ax

P, ditulis:m,,, = f '(xl)})icr_r}) (Jika limitnya ada).
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Jika f'kontinu maka titik P dapat berada di sepanjang kurva sehingga turunan
suatu fungsi pada setiap x dalam daerah asal adalah:

. A= f(x)
f'(x)= Alil’_I}) ™ ( jika limitnya ada).
Turunan fungsi dapat ditulis dengan,
Notasi Newton f'(x) atau y' (Turunan pertama fungsi).
Notasi Leibniz d];,(x) atau % (Turunan pertama fungsi).
by

Misalkan fungsi /: S = R, S < R dengan (c — Ax, ¢ + Ax) < S. Fungsi
f dapat diturunkan di titik ¢ jika dan hanya jika ada {jm £ (€A =F(©)
Ax

Ax—0

Definisi 7.4

Misalkan f: S — R dengan S < R. Fungsi f dapat diturunkan pada S
jika dan hanya jika fungsi f'dapat diturunkan di setiap titik c di S.

@) Contoh!7:2
Tentukan turunan fungsi y = x%.

Alternatif Penyelesaian:
o St A - f(x)
Ax—0 Ax
2 2 |
~ im (x+Ax)" —(x) n!
A0 Ax r !(n - r)!

Jika f(x) = x* maka f"(x)

X2+ 2xAx + Ax? — x?

= lim
Ax—0 Ax
i 2+ ADAY
Ax—0 Ax

= lim 2x + Ax=2x.
Ax—0

MATEMATIKA @



\I7.
-

Misalkan fungsi f: S — R, Sc R dengan (c—Ax,c + Ax)c S
o Fungs1 (/ memiliki turunan kanan pada titik ¢ jika dan hanya jika
Ax—>0

+AX) f(C)

o Fungs1 f memiliki turunan kiri pada titik ¢ jika dan hanya jika
o Lt - f (C)

Ax~>0 Ax

Berdasarkan pembahasan masalah di atas, suatu fungsi akan dapat diturunkan
pada suatu titik jika memenubhi sifat berikut.

\I7.
-

Misalkan fungsif:S— R,Sc Rdenganx € Sdan L € R. Fungsi f dapat diturunkan
di titik x jika dan hanya jika turunan kiri sama dengan turunan kanan, ditulis,

(x)=L<> lim JEAE) S s ),

Ars0" Ax Ax—0" Ax

Keterangan:

1. qim L&A = (5 adalah turunan fungsi £di titik x yang didekati dari
Ax—0" Ax
kanan pada domain S.

2. i 049/

Ax—>0

adalah turunan fungsi f'di titik x yang didekati dari

kiri pada domaln S.

@) Contoh!7:3

Sketsa grafik fungsi f{x) = |x| dan coba amati dengan cermat turunan fungsi
tersebut pada titik O(0,0).

@ Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK




Alternatif Penyelesaian:
Perhatikan gambar!

—
S
»

J) = x|

— N W kA NI X O

NV » X
—109876543—2—1112345678910

-2
-3
\
Gambar 7.4: Kurva fungsi f{x) = |x|

Berdasarkan konsep turunan maka f"'(x) = 1 jika limitnya
ada.

i.  Jika x > 0 maka f{x) = x sehingga:

f(x+AX) S ()
Ax

f'(x) =A1}Cr£10 Slxt Ax) G AHO (x i z) X (limit kanan ada).
ii. Jika x<0 maka f(x)=—x sehingga:
f'(x) =A1)ic Slxt Ax) S Ax_)o —(x il AZ; = x) —1 (limit kiri ada).

Coba kamu amati proses tersebut, nilai limit kiri dan nilai limit kanan tidak
sama sehingga turunan fungsi f(x) = |x| di titik x = 0 tidak ada atau fungsi tidak
dapat diturunkan dix =0 .
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7.2 Turunan Fungsi Aljabar

Mari kita temukan aturan-aturan turunan suatu fungsi berdasarkan limit fungsi
yang telah dijelaskan sebelumnya. Coba pelajari permasalahan berikut.

nI Masalah 7.2

Coba kamu amati dan bandingkan proses penyelesaian turunan dengan
menggunakan limit fungsi berikut.

D Contohl7.:4'

a. Jika f{x) = x* maka
)y = i S HAX) — f(x)
J'(x) = lim ~

= lim 2x+ Ax

Ax—0
=2x.
b. Jika f{x) = x* maka
sy i S (X AY) — f(x)
f(x)=lim ~
— lim (x+Ax)* —x*

Ax—0

i x* +4x°Ax + 6x7 (Ax)2 +4x(Ax)3 +(Ax)4 —x*
it Ax

(47 + 6x°Ax + 4x(Ax) +(Ax) ) Ax
= lim
Ax—0 Ax

=4x3.
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Jika f(x) = x'%° maka

v JXHA) - f(%)
f(x)_Al)chnO Ax

_ T Ax)'00 _ 5100
=1lim (x ) o
Ax—0 Ax

d. Jika f(x)=x° maka
sy i J (X AX) = f(X)
7= tim 50

_llm (x+Ax)5 —x°
Ax—0 Ax
. ?
=lim —
Ax—>0Ax
=..7

Dari keempat contoh di atas, kesimpulan apa yang kamu peroleh? Terdapat
kesulitan dan membutuhkan strategi aljabar untuk melanjutkan proses pada
Contoh ¢ dan Contoh d. Untuk mengatasi masalah serupa, diperlukan aturan
turunan suatu fungsi. Berikut akan dikaji aturan-aturan suatu turunan.

a. Turunan fungsi f{x) = ax”, untuk » bilangan asli.

S+ A) - f(x)

'(x) = lim
J' ) Ax—0 Ax
. alx+Ax)" —ax" i i
= lim ——— (Gunakan Binomial Newton)
Ax—0 Ax

~ lim ax” +anx" " Ax + aCznxn_le2 +o+aAx” —ax”
B Ax—0 Ax
~ lim Ax(anx"" + aCznxn_le +o.+akx"™)
- Ax—0 Ax

= lim anx"" +aC,"x"*Ax +...+ aAx""
Ax—0

=anx"" .
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@ ||Ifatihan|7:2
Coba kamu buktikan sendiri jika f{x) = au(x) dan u' (x) ada, maka f'(x) = au'(x).

b. Turunan fungsi f{x) = u(x) + v(x) dengan u'(x) dan v'(x) ada.
[u(x + Ax) + v(x + Ax)] —[u(x) + v(x)]

J'®) = lim =
— lim [+ A) —u()]Hv(x + Ax) —v(x)]
Ax—0 Ax
~ fim BEHAYu@)] gy DO A) ()
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
=u'(x) +V'(x).
@Bt

Buktikan bahwa turunan fungsi f{x) = u(x) — v(x) adalah f'(x) = u'(x) — V'(x).

@) Contohl7.5

Tentukan turunan fungsi-fungsi berikut!
a. flx)=5x"—4x+3x>—-2x+ 1.

Alternatif Penyelesaian:
fv(x) — 5.4x4—1 _4.3x3—1 + 3.2x2—1 _ 2.1x1—1 + 1.0x0—1
f'(x)=20x —12x* + 6x -2

1 L2t
X)=—x*—=x3
S(x) 3 5

o

Alternatif Penyelesaian:

oyl g 21

f(x)—3.4x 5.3x
1 -2 -

' — 4 _ _~ 3

S@=mx e
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c. Turunan fungsi f{x) = [u(x)]" dengan u'(x) ada, n bilangan asli.

fv(x) — Llcr_l;%) f(x+?_f(x)
_ iy G AT [T

Ax—0 Ax

_ i G A) —u(x) +u(0)]" —[u(0)]"
Ax—0

Misal P = [u(x + Ax) — u(x)]

= lim U@l =[u)] (Gunakan Binomial Newton)

Ax—0 Ax

— lim P Cl P [u(x)]+ Co P ()] +.oc+ C Plu()] ™ +[u(x)]" = [u(x)]"
Ax—0 Ax

— Lim Pt nP" ' u(x)]+ Cy P u(x)] +...+ C', P [u(x)]" + C!, Plu(x)]""
Ax—0 Ax

— 1im P@ P )] 4.4 C, Plu()]" + Gy [u()]"™)
Ax—0 Ax

— lim 2 lim P 4 nP"? [(x)] +...+ C' Plu(x)]" + C_ [u(x)]""

Ax—0 Ax Ax—0

= (x)

Karena lim £ = lim “(+A0) —u()
Mx—0 Ax Ax—0 Ax

lim p = Er_{})u(x+Ax)—u(x)=O

Ax—0

=u'(X)[0 + nlulx)]]"!
= nu'(x)[u(x)]" .
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/Aturan Turunan 7.1: A
Misalkan f, u, v adalah fungsi bernilai real dan dapat diturunkan di interval
I, a bilangan real dapat diturunkan maka:

I. fix)y=a->f'(x)=0
2. fix)=ax—>f'(x)=a
3. f)=ax"—>f'(x)=nax""!
4. fix)=au(x) > f'(x) = au'(x)
5. ) = u(x) £ v(x) > f'(x) = u'(x) £V'(x)
6. flx) =u(x)v(x) = f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)
7 ()= u(x) S )= u'(x)v(x) —ugx)v'(x) .
v(x) [v(x)]
. J

Dengan menggunakan aturan turunan tersebut, gradien garis singgung suatu
kurva akan lebih mudah ditentukan. Perhatikan contoh berikut!

&) Contoh!7.6
Tentukan turunan f{x) = (2x> — 3x)*.

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan u(x) = 2x* — 3x sehingga u'(x) = 4x — 3

Dengan demikian f(x) = (2x*> — 3x)* menjadi f(x) = (u(x))* sehingga
S'(x) = 4(u(x))*u' (x).

Jadi, /'(x) = 4(2x* — 3x)*(4x — 3) atau f"(x) = 4(4x — 3)(2x* — 3x)*.

@ | LLatihan'7:4

2
X

Tentukan persamaan garis singgung kurva f(x)= NPl di titik P(2, 4).
x f—

Alternatif Penyelesaian:
Langkah 1. Menemukan titik singgung

2
Misalkan x, = 2 dan y, = 4 (lihat f(2)= 2 =4 sehingga titik P(2, 4)
berada pada kurva) v2-1
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Langkah 2. Mencari gradien garis singgung:

2
X
Pertama, kita tentukan turunan pertama dari fungsi f(x)= ﬁ .
Misalkan u(x) = x* sehingga u'(x) = . . . dan -

i
v(x) = JxT =(x-1)? sehingga v'(x) =....
W) —u V)
(v(x))?
Langkah 3: Menemukan persamaan garis singgung
Gradien garis singgung kurva di titik P(2, 4) adalah f'(x) = . . . sehingga
persamaan garis singgung tersebut adalah y — (.. )=(. )x—(...)).

Uji Kompetensi 7.1

1. Dengan menggunakan konsep limit fungsi, tentukan gradien garis

Dengan demikian, f'(x)=

singgung fungsi berikut.
a. flx)y=3x*-2x+1
b. flx)=x—x

c. flry=x*-x3

d. fix)=2(1 —x)?
e. f(x)=g.

X
2. Tentukan persamaan garis singgung dan persamaan garis normal di titik
dengan absis x = 1 pada setiap fungsi berikut. Petunjuk: carilah gradien
persamaan garis singgung dengan menggunakan limit fungsi.

a. flx)=2x

b. flx) =2x?

c. flxy=2x-1)

A S =—
x+1

e S =
x
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3. Garis £ menyinggung fungsi f(x) di titik P(a, b). Tentukan titik singgung
P tersebut pada masing — masing garis singgung dan fungsi berikut:
a. Garis k: 2x — 4x + 3 = 0 menyinggung fungsi f{x) = 2x?
b. Garis k: —x + 2y — 3 = 0 menyinggung fungsi f(x) = —4x* + 2x

Lo
4
d. Garis k: 2x — y — 5 = 0 menyinggung fungsi f(x) = x* — 10x

c. Garis k: x —y = 0 menyinggung fungsi f(x)=

1 1
e. Garis k: —2x + y — 3 = 0 menyinggung fungsi f(x) = §x3 —5x2 +1,

4. Dengan menggunakan konsep turunan, tentukan turunan dari fungsi-
fungsi berikut.
a. flx)=x3
b. fix)y=2x+1)3
c. flx)=x32x+1)
& fe-te 2

. X) = 5 X 3 X
e. f()=(x' 1)
2 3

£ f(x)=~v2x-3
g f(x)=+2x"-1

2 .3
1 x x° x x"

h. f(x):a+1—!+7!+§+...+ " +...
i flx)y=2x*(-3x+1)

. 4x+1

. x)= .

o I®=5

5. Tentukan persamaan garis singgung kurva y = f(x) di titik P(—1, 1) pada
masing-masing fungsi berikut. Petunjuk: carilah gradien persamaan garis
singgung dengan menggunakan konsep turunan.

a. flx)y=@x+2)”°
b. f(x)=32x>-1

c. flxy=—x(x+2)2

d f(x)=+2-x"

_ox+2
SO =5

o
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7.3 Aplikasi Turunan

Konsep turunan digunakan untuk menentukan interval fungsi naik/turun,

keoptimalan fungsi, dan titik belok suatu kurva.

7.3.1 Konsep Kemonotonan Fungsi

Bangunan yang tinggi dengan lantai bertingkat selalu difasilitasi dengan
eskalator atau /ift. Gerakan /ift dan eskalator saat naik dapat diilustrasikan
sebagai fungsi naik. Demikian juga gerakan /ift dan eskalator saat turun dapat
diilustrasikan sebagai fungsi turun. Amatilah keempat grafik fungsi di bawah
ini dan coba tuliskan ciri-ciri fungsi naik dan fungsi turun sebagai ide dasar

untuk mendefinisikan fungsi naik dan fungsi turun.
VA

VA

Sx)

>

J)

Gambar7.5a: Kurva fungsi naik

>

X

>

N

Gambar 7.5b: Kurva fungsi turun

>

X

fx

V4

A

=Yy

Jx)

=Yy

Dari contoh grafik fungsi naik dan fungsi turun di atas, mari kita definisikan

fungsi naik dan turun sebagai berikut.
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Definisi 7.6:

Misalkan fungsi f: S —> R, S R
e Fungsi fdikatakan naik jika Vx , x, € S, x, <x, = flx) <f(x,)
e Fungsi f dikatakan turun jika Vx , x, € S, x, <x, = f{x ) > f(x,)

@cantony7
Tunjukkan grafik fungsi f{x) = x°, x € R dan x > 0 adalah fungsi naik.

Alternatif Penyelesaian:

fix)=x*,x € Rdanx>0

Ambil sebarang x,, x, € R dengan 0 <x, <x,

x=x, = flx)=x/

x=x,= flx)=x

Karena 0 <x, <x, makax’<x>’

Karena x * <x,’ maka f{x ) <Ax,)

Dengan demikian Vx € S, x, <x, = flx,) < f(x,). Dapat disimpulkan f'adalah
fungsi naik.

@ | LLatihan'7:5

Bagaimana jika f{x) = x°, x € R dan x <0, apakah grafik fungsi f'adalah fungsi
naik? Selidiki!

- ’ Masalah 7.3
'k

Lumba-lumba berenang di lautan bebas. Terkadang, lumba-lumba
berenang mengikuti kapal yang melaju di sekitarnya. Seorang nelayan
melihat seekor lumba-lumba sedang berenang mengikuti kecepatan
perahu mereka. Gerakan lumba-lumba berperiode timbul dan tenggelam di
permukaan air laut. Misalkan, lumba-lumba kembali ke permukaan setiap
15 detik dan tampak di permukaan selama 3 detik.

Coba kamu sketsa pergerakan lumba-lumba tersebut dalam 2 periode?
Tentukan interval waktu agar lumba-lumba tersebut bergerak naik atau
turun!
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Alternatif Penyelesaian:

v A

Permukaan air laut

i 4

Gambar 7.6: Sketsa pergerakan lumba-lumba dalam pengamatan tertentu

~ Vv

Gambar 7.7: Sketsa pergerakan naik/turun lumba-lumba dalam pengamatan tertentu

Berdasarkan sketsa di atas, lumba-lumba bergerak turun di interva 0 <¢<7,5
atau 16,5<¢<25,5 atau 34,5<t<36 dan bergerak naik di interval
7,5<t<16,5 atau 25,5<t<34,5,

@ | Latihan|7:6

Coba kamu amati beberapa garis singgung yang menyinggung kurva di saat
fungsi naik atau turun di bawah ini. Garis singgung 1 dan 3 menyinggung
kurva pada saat fungsi naik dan garis singgung 2 dan 4 menyinggung kurva
pada saat fungsi turun.
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PGS3

PGS 1

y=/x)

431 a3 /

/ S N

PGS2

PGS4
Gambar 7.8: Garis singgung di interval fungsi naik/turun

Amati dan dapatkan konsep fungsi naik dan fungsi turun dengan panduan
berikut.

Langkah 1

Amati sudut yang dibentuk keempat garis singgung, kemudian tentukan di
kuadran berapa keempat sudut terletak.

Langkah 2

Ingat, gradien garis adalah tangen sudut yang dibentuk oleh garis itu sendiri
dengan sumbu x positif.

Tentukan nilai tangen setiap sudut. (Ingat konsep trigonometri)

Lengkapi tabel berikut.
Tabel 7.1: Hubungan gradien garis singgung dengan fungsi naik dan fungsi
turun
PGS | Sudut |[Kuadran| Nilai tangen | m=/'(x) | Menyinggung di
1 2 3 4 5 6

PGS 1 a, 1 m=tan(a,)>0 | f'(x)>0 | Fungsi Naik
PGS 2 a, Fungsi Turun
PGS 3 o, Fungsi Naik
PGS 4 a, Fungsi Turun
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Coba kamu amati Gambar 7.8 dan Tabel 7.1! Apakah kamu melihat konsep
fungsi naik/turun. Berikan kesimpulanmu!

Misalkan f adalah fungsi bernilai real dan dapat diturunkan pada setiap
x € I maka

1. Jika f"'(x) > 0 maka fungsi selalu naik pada interval I.

2. Jika f"(x) < 0 maka fungsi selalu turun pada interval 1.

3. Jika f"'(x) > 0 maka fungsi tidak pernah turun pada interval I.

4. Jika f"(x) < 0 maka fungsi tidak pernah naik pada interval I.

@[ Contoh}7:8

Tentukan interval fungsi f{x) = x> agar fungsi naik.

Alternatif Penyelesaian:

Berdasarkan konsep, syarat fungsi naik adalah f'(x) >0
f'(x) =2x> 0 sehingga x > 0

Jadi, fungsi akan naik pada interval {x|x >0, x € R}

@[ Contoh}7:9

Tentukan interval fungsi naik dan turun dari fungsi f(x) = x* — 2x2.

Alternatif Penyelesaian:
Pembuat nol dari f"(x):
f'(x) =4x* —4x
S 4 —-4x =0
< dx(x-1Dx+1)=0
< x=0ataux=1ataux=-1
Dengan menggunakan interval.
Interval Naik Interval Naik

_ VJ i O _ O - >
-1 0 1

Interval Turun Interval Turun

<
<
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Jadi, kurva fungsi tersebut akan naik pada interval —1 <x <0, atau x > 1 tetapi
turun pada interval x <—1 atau 0 <x < 1. Perhatikan sketsa kurva f{x) = x* —2x?
berikut.

Sl =5 — 20

turun

s

T

naik

turun

~z

[I Equston 1. ez

) Centehizio
Tentukan interval fungsi naik f(x) =+x* —x.

Gambar 7.9: Fungsi naik/turun kurva f(x) = x* — 2x?

Alternatif Penyelesaian:
Masih ingatkah kamu syarat numerus +/P(x) adalah P(x) > 0. Jadi, syarat

numerus f(x) =+/x> —x adalah x> — x > 0. Ingatlah kembali cara-cara me-
nyelesaikan pertidaksamaan.
X=-x20 <©x(x-1)>0
&x=0ataux=1

Dengan menggunakan interval.

Jadi, syarat numerus bentuk akar di atas adalah x <0 atau x > 1

0

1

Berdasarkan konsep, sebuah fungsi akan naik jika f'(x) > 0 sehingga:

2x—1

f'(x)=ﬁ>0<:>2x—l>0karena

1
X >—
2
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Dengan menggunakan interval.
naik
Y

M

F 3

el gy

.’

0

.

1

Jadi, kurva fungsi tersebut akan naik pada interval x > 1.

Perhatikanlah grafik fungsi f(x)=+vx* —x berikut!

rﬁmmn Y0e Xy

Gambar 7.10: Fungsi naik dan fungsi turun fungsi f(x) = +/x* —x

7.3.2 Nilai Maksimum atau Minimum Fungsi

Setelah menemukan konsep fungsi naik dan turun, kita lanjutkan pembelajaran
ke permasalahan maksimum dan minimum serta titik belok suatu fungsi.
Aplikasi yang akan dibahas adalah permasalahan titik optimal fungsi dalam
interval terbuka dan tertutup, titik belok, dan permasalahan kecepatan maupun
percepatan.
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Eﬂ Masalah 7.4

Seorang anak menarik sebuah tali dan kemudian membuat gelombang dari
tali dengan menghentakkan tali tersebut ke atas dan ke bawah. Dia melihat
bahwa gelombang tali memiliki puncak maksimum maupun minimum.
Dapatkah kamu menemukan konsep nilai maksimum ataupun minimum
dari sebuah fungsi?

Alternatif Penyelesaian:
Gradien garis singgung adalah tangen sudut yang dibentuk oleh garis itu
sendiri dengan sumbu x positif atau turunan pertama dari titik singgungnya.

max
PGS 3

y =/

PGS 4

min

Gambar 7.11: Sketsa gelombang tali

Coba kamu amati gambar di atas. Garis singgung (PGS 1, PGS 2, PGS 3 dan
PGS 4) adalah garis horizontal y = ¢, dengan ¢ konstan. Garis singgung ini
mempunyai gradien nol (m = 0). Keempat garis singgung menyinggung kurva
di titik puncak dengan absis x =x , x = x,, x = x,, dan x = x, sehingga f'(x,) =0,
f'(x,)=0, f'(x,) =0, dan f"(x,) = 0. Dari pengamatan, dapat disimpulkan bahwa
suatu fungsi akan mencapai optimal (maksimum/minimum) jika m = f"(x)
= 0. Titik yang memenuhi /"(x) = 0 disebut titik stasioner. Bagaimana hubungan
antara titik stasioner dengan turunan kedua fungsi?
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Perhatikan gambar!

V=) A\ — PGSd

\/2 n X4
: PGS p
\ PGS r
PGS a PGS ¢

Gambar 7.12: Hubungan garis singgung kurva m = f"'(x) dengan titik stasioner

Jika y, = f"(x,) maka titik 4(x , y,) adalah titik maksimum pada Gambar 7.12
sehingga titik dengan absis x = x, adalah titik stasioner karena f"(x,) = 0. Garis
singgung kurva dengan gradien M pada fungsi m = f"(x,) menyinggung di titik
x = x, membentuk sudut sehingga nilai tangen sudut bernilai negatif atau M =
m'=f"(x,) <0. Dengan kata lain, titik 4(x , y,) adalah titik maksimum jika /"(x,)
=0danf"(x)<0.

Kesimpulan: Jika M adalah gradien garis singgung kurva f'(x,) maka
M = f"(x) sehingga hubungan turunan kedua dengan titik stasioner disajikan
pada tabel berikut.

Tabel 7.2: Hubungan turunan kedua fungsi dengan titik optimal (stasioner)

PGS | Gradien M =f"(x) Jenis Titik Pergerakan kurva
a M =f"(x)<0 Max Naik-Max-Turun
b M, =f"(x)>0 Min Turun-Min-Naik
c M =7"(x)<0 Max Naik-Max-Turun
d M,=f"(x,)>0 Min Turun-Min-Naik
p M =f"(x)=0 T. Belok Turun-Belok-Turun
q M =f"(x)=0 T. Belok Naik-Belok-Naik
r M =f"(x)=0 T. Belok Turun-Belok-Turun
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\I7.
-

Misalkan f'adalah fungsi bernilai real yang kontinu dan memiliki turunan

pertama dan kedua pada x, € I sehingga:

1. Jika f'(x,) = 0 maka titik (x, f{x,)) disebut stasioner/kritis

2. Jikaf'(x)=0danf"(x) > 0 maka titik (x , f{x,)) disebut titik minimum
fungsi

3. Jikaf'(x,)=0dan/f"(x) <0maka titik (x , f{x,)) disebut titik maksimum
fungsi

4. Jika f"(x ) = 0 maka titik (x,, f{x,)) disebut titik belok.

@|Centon
Tentukan titik balik fungsi kuadrat f{x) = x* — 4x + 3.

Alternatif Penyelesaian 1 (Berdasarkan Konsep Fungsi Kuadrat):
Dengan mengingat konsep fungsi kuadrat. Suatu fungsi fix) = ax* + bx + ¢

mempunyai titik balik B (—2—,— 4—) dimana fungsi mencapai maksimum untuk
a 4a

a < 0 dan mencapai minimum untuk @ > 0 sehingga fungsi f(x) = x> — 4x + 3
—4 (4’ —4‘(1)(3)) B
21’ 4(1)

mempunyai titik balik minimum pada B(— B(2,-1).
Alternatif Penyelesaian 2 (Berdasarkan Konsep Turunan):

Dengan menggunakan konsep turunan maka fungsi f{x) =x>—4x + 3 mempunyai
stasioner: f"(x) = 2x — 4 = 0 atau x = 2 sehingga titik stasioner adalah B(2, —1).
Mari kita periksa keoptimalan fungsi dengan melihat nilai turunan keduanya
pada titik tersebut, yaitu /"(2) = 2 > 0 atau disebut titik minimum. Jadi, titik
balik fungsi kuadrat f(x) = x* — 4x + 3 adalah minimum di B(2, —1).
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/ |
fix)=x"-4x+3

Fan
Y

Titik Balik Min B(2; -1)

r Eauston 1, yeeaxed

Gambar 7.13: Titik balik fungsi kuadrat fx) =x>—4x + 3

@|centoniz

Seorang anak berencana membuat sebuah tabung dengan alas berbentuk
lingkaran dengan bahan yang berbeda. Tabung yang akan dibuat harus
mempunyai volume 43.120 cm®. Biaya pembuatan alas adalah Rp150,00 per
cm?, biaya pembuatan selimut tabung adalah Rp40,00 per cm? sementara biaya
pembuatan atap adalah Rp50,00 per cm?. Berapakah biaya minimal yang harus
disediakan anak tersebut?

Alternatif Penyelesaian:
Mari kita sketsa tabung yang akan dibuat.

Misalkan r» adalah radius alas dan atap
22

tabung, ¢ adalah tinggi tabung, dan &t = =

v=2212=43120 & 1= L x 8120
7 22

r

2n

O

Gambar 7.14: Tabung
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Biaya = (Luas alas x biaya alas) + (Luas selimut x biaya selimut) + (Luas atap
x biaya atap)

@Biayaz%szX150+2><—><r><t><40+%><r2><50

. 22 22 7
& Biaya= 2 x 150 +2x T xp x o= x 220

x4o+%xrzx50

86.240
r

x 40.

<:>Biaya=% x 2 x 200 +

Atau dapat dituliskan:
4.400 , 3.449.600
re4+

B(r) = (fungsi atas radius » (dalam Rupiah)).

7

8.800 ~ 3.449.600 _

2
r

B'(r)= 0

- ﬁr _34.496
7 r’

P =2.744=14

sSr=14

Karena B"(r) = 8500 N 2(3'4‘:?'600) dan B"(14) > 0 maka titik optimum (minimum)

. .. 22 86.240
Biaya minimum = 14% x 200 + x

=616 %200+ 6.160 x 40
=123.200 + 246.400
=369.600

Jadi, biaya minimum yang harus disediakan adalah Rp 369.600,00.

40
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7.3.3 Nilai Maksimum dan Minimum Fungsi pada Suatu Interval

- Masalah 7.5
=

Coba kamu amati dan bandingkan posisi titik maksimum dan minimum
dari keempat gambar berikut.

yl

max

min

Gambar A

X

min

y =)
Gambar C

y A
max
x
Ny =fl)
Gambar B
y A
max g
] X H [
X4|%; X
o/ min
y =fx)
Gambar D

Gambar 7.15: Titik maksimum dan minimum suatu fungsi

Kesimpulan apa yang kamu peroleh?
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Alternatif Penyelesaian

Daerah asal fungsi pada Gambar A tidak dibatasi, dan konsep ini telah kita
bahas pada Masalah 7.4. Daerah asal (domain) fungsi pada (B, C dan D) telah
dibatasi sehingga keoptimalan fungsi harus dianalisis apakah berada pada
daerah tersebut. Dengan demikian, gambar A adalah posisi titik maksimum/
minimum lokal sebuah fungsi dan ketiga gambar lainnya adalah posisi titik
maksimum atau minimum global/lokal sebuah fungsi pada daerah tertutup.
Nilai maksimum dan minimum fungsi tidak hanya bergantung pada titik
stasioner fungsi tersebut tetapi bergantung juga pada daerah asal fungsi.

& 73}

Sebuah partikel diamati pada interval waktu (dalam menit) tertentu berbentuk
kurva f(t) = £ — 9£ + 24t — 16 pada 0 < ¢ < 6. Tentukan nilai optimal pergerakan
partikel tersebut.

Alternatif Penyelesaian:

Daerah asal fungsi adalah {70 <t <6}

Titik stasioner f'(£) =0

At) =1 —9£ + 24t — 16 sehingga ['(£) = 3(F* — 6t + 8) =0 dan f"() = 61 — 18
fl=3t-2)(t—4)=0

t=2—>fl2)=4dan t=4—>f(4)=0

Karena daerah asal {70 <7< 6} dan absis ¢ = 2, ¢ = 4 ada dalam daerah asal
sehingga:

t=0—->fl0)=-16dant=6 — f(6) = 20.

Nilai minimum keempat titik adalah —16 sehingga titik minimum kurva pada
daerah asal adalah A(0, —16) dan nilai maksimum keempat titik adalah 20
sehingga titik maksimum kurva pada daerah asal adalah B(6, 20).

@ Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK




Perhatikan gambar.

3

2x Q(6; 20)

Titik stasioner

\ AZ;4)
—

B0~

min P(0; -16)

Daerah

Asal

[ Ecuston 1: ymo-Bx-24x-16
I Equston 2:120
Equaton 3: 126

Gambar 7.16:Titik optimal kurva f{¢) = #* — 9¢> + 24t — 16 untuk 0 <t < 6.

7.3.4 Konsep Turunan Dalam Permasalahan Kecepatan dan

Percepatan

Secara arti fisis, konsep turunan yang berkaitan dengan fungsi naik atau turun,
nilai optimal maksimum atau minimum serta titik belok berhubungan dengan
kecepatan dan percepatan suatu fungsi. Amati dan pelajarilah permasalahan

berikut!

L I¥ Masalah 7.6
=l

Seorang pembalap melakukan latihan di sebuah arena balap. Dia
melaju kencang meninggalkan garis start dengan kecepatan yang diatur
denganbaik. Disetiap belokan lintasan, diamenurunkan kecepatannyatetapi
berharap dengan secepat mungkin kembali menaikkan kecepatan setelah
meninggalkan setiap titik belokan. Demikian dia berlatih dan mendekati
titik finish. Apakah kamu dapat menemukan hubungan jarak lintasan dan
kecepatan? Dapatkah kamu jelaskan ilustrasi di atas berdasarkan konsep

turunan?
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Alternatif Penyelesaian:

Misalkan lintasan arena balap tersebut adalah lintasan siklis, yaitu garis awal
(start) dan garis akhir (finish) adalah sama. Garis awal berarti garis tersebut

ditinggalkan atau bergerak dijauhi sementara garis akhir berarti garis yang
didekati.

Perhatikan gambar berikut:
C  dipercepat

diperlambat

dipercepat
diperlambat

diperlambat
T
dipercepat

dipercepat

Finish

diperlambat

A

Gambar 7.17: Lintasan balap
Jarak lintasan merupakan fungsi waktu atau s = f{¢). Dengan demikian, daerah
asal fungsi adalah waktu 7 > 0 karena dihitung sejak diam. Setiap titik pada
lintasan akan didekati dan dijauhi sehingga ada peranan kecepatan v(¢).
Untuk titik yang dijauhi berarti kecepatan positif (ditambah), dan titik yang
akan didekati berarti kecepatan negatif (dikurang).

Tabel 7.3: Kecepatan suatu fungsi dan posisinya

Posisi Nilai
Diam v(£)=0
Bergerak menjauhi titik tetap (Start) v(£)>0
Bergerak mendekati titik tetap (Finish) v(t) <0

Jadi, bergerak semakin menjauhi ataupun semakin mendekati berarti terjadi
laju perubahan dari lintasan, yaitu:
f+AD) = f() _
At

f'(¢) atau v(t) = s'(¢).

v =fim,
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Pergerakan pembalap pada lintasan di titik belok diperlambat atau dipercepat,
sehingga posisi percepatan adalah sebagai berikut.

Tabel 7.4: Percepatan suatu fungsi dan posisinya

Posisi Nilai
Konstan a(t)=0
Bergerak diperlambat a(t)<0
Bergerak dipercepat a(t)>0

Jadi, bergerak dipercepat atau diperlambat berhubungan dengan kecepatan.
Percepatan a(f) adalah laju perubahan dari kecepatan, yaitu:
v(t+ A —v(t)

Y V'(¢) atau a(f) =V'(¢) = s"(¢).

at ={im,

@/ Contoh|7:14

Pada pengamatan tertentu, sebuah partikel bergerak mengikuti sebuah pola yang
merupakan fungsi jarak s atas waktu ¢z, yaitu s(¢) = ¢ — 62 + 12. Tentukanlah
panjang lintasan dan kecepatan pada saat percepatannya konstan.

Alternatif Penyelesaian:
Diketahui : s(f) = ¢ — 6 + 12

Ditanya : s(¢) dan v(¢) pada saat a(f) =0

Proses penyelesaian

Kecepatan adalah turunan pertama dari fungsi

v(t) =s'(t) =41 — 12t

Percepatan adalah turunan pertama dari kecepatan
a(t)=V(@)=122-12=0

< 12+ )(e-1)=0.

Jadi, percepatan akan konstan pada saat # = 1 sehingga:
v(l)=s'(1)=4(1)*-12(1)=-8
s(hy=()y*—6(1)>+12=1.
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Sebuah bidang logam dipanaskan di bagian tengah dan memuai sehingga
mengalami pertambahan luas sebagai fungsi waktu f{¢) = 0,25¢> + 0,5¢ (cm?).
Tentukan kecepatan perubahan pertambahan luas bidang tersebut pada saat
¢t =5 menit.

Alternatif penyelesaian pertama (dengan Numerik):
Kecepatan perubahan pertambahan luas adalah besar pertambahan luas
dibandingkan dengan besar selisih waktu.

Perhatikan tabel!
Tabel 7.5. Nilai pendekatan f(¢) = 0,25¢*> + 0,5¢ pada saat t mendekati 5

Wakiu (7) At=t-5 A=At —Ai5) i—f;
I 4 8 2
2 3 6,75 2.5
3 ) s 2,5
4 Tl 275 2,75
45 0.5 14375 2,875
4.9 0.1 20.2975 2,975
4,99 20,01 20,029975 2,9975
4,999 20,001 2000299975 | 2.99975
49999 20,0001 20,000299997 | 2,999975
5 0,0000 0 ?
5,0001 0,0001 0,000300002 | 3,000025
5,001 0,001 0,00300025 3.00025
501 0.01 0,030025 3,0025
5.1 0.1 0.3025 3.025
55 0,5 15625 3.125
6 I 325 325
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Dengan melihat tabel di atas, pada saat  mendekati 5 maka A¢ mendekati 0
dan f{¢) akan mendekati 3 (cm?/menit).

Alternatif Penyelesaian kedua (dengan konsep Limit):
F(t)=0.25¢t +0,5¢
F£(5) =0,25(5)* +0,5(5) = 8,75
f— 2 f—
iy LOS) _ gy O +05027G)

t—>3 t— =5 f—5

0,25¢* +0,5¢— 8,75

= lim
t—5 t—35
0,5(0.5¢ ++—17.5
i & (0, ,5)
t—>5 f_S
. 0,5(0,5¢+3,5)(t—5
~ lim ( )t —5)
=5 t—5

= 1im 0,5(0,5¢ + 3.5)
-

=0,5(0,5 x 5 +3,5)
=3.

Alternatif Penyelesaian ketiga (dengan konsep Turunan):

At)=0,25¢+0,5¢

f't=0,5t+0,5=0

f'(5)=25+0,5=3.

Kecepatan perubahan pertambahan luas bidang tersebut pada saat t = 5 menit
adalah 3 (cm*menit).

7.4 Menggambar Grafik Fungsi

Berdasarkan konsep turunan yang diperoleh di atas, maka kita dapat
menggambar kurva suatu fungsi dengan menganalisis titik stasioner, fungsi
naik atau turun, titik optimalnya (maksimum atau minimum) dan titik belok.
Perhatikan dan pelajarilah contoh berikut.
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Dengan menggunakan konsep turunan, analisis kurva fungsi f(x) = x> — 2x.

Alternatif Penyelesaian:

a. Menentukan titik stasioner (f"'(x) = 0)
f'x)=2x—-2=0ataux=1
Titik stasioner P(1, —1)

b. Menentukan interval fungsi naik/turun
Fungsi naik pada (f'(x) > 0)
f'(x)=2x—-2>0ataux>1
Fungsi turun pada (f'(x) < 0)
f'x)=2x-2<0ataux<1

c. Menentukan titik belok ("(x) = 0)
f"(x)=2+#0
Tidak ada titik belok

d. Menentukan titik optimum
Uji titik stasioner ke turunan kedua fungsi
f"(x) =2 > 0 disebut titik minimum di P(1, —1).

iNaik x> 1

______________________________________________________________________________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Gambar 7.18: Grafik f{x) =x*—2x
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Analisis dan sketsa kurva fungsi f{x) = x* + 2x°.

Langkah 1. Tentukan nilai pembuat nol fungsi atau f(x) = 0.

Langkah 2. Tentukan titik stasioner atau f"'(x) = 0.

Langkah 3. Tentukan interval fungsi naik f"(x) > 0 atau fungsi turun f"(x) <O0.
Langkah 4. Tentukan jenis titik balik fungsi dengan menganalisis kecekungan

fungsi.

Langkah 5. Tentukan titik belok atau f"(x) = 0.
Langkah 6. Tentukan beberapa titik bantu.

Uji Kompetensi 7.2

1.

Jika%[f(x)] = f"(x)adalah turunan pertama fungsi x dan %[f'(x)] = f"(x)
adalah turunan keduanya, maka tentukan turunan kedua fungsi-fungsi
berikut.

a. flx)=3x-2

b. flx)=-2x>—x

c. flxy=—x*+2x2-4

d. fix)=(Bx-2)?

e fl =

Tentukan titik balik fungsi-fungsi berikut!

a. flx)=x*—2x

b S=-SxteZx-
c. flxy=x*-x

d fix)y=x*-6x>-9x+1

. fx)=xt =X
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Tentukan titik belok fungsi-fungsi berikut!
a. flx)y=x>+2x

b. f(x):—%x2+—x——

2 3

3 4
c. flx)=x—6x
d fix)y=x*-6x>-9%x+1
e. flx)=x*—4x%.
Analisis dan sketsa bentuk kurva dari fungsi-fungsi berikut dengan
menunjukkan interval fungsi naik/turun, titik maksimum/minimum dan
titik belok!

a. flx)=x>—2x
b. flx)=x-x
c. flx)=x*—x?
d. fo=——

x—1
e f=""2.

x+1

Analisis (fungsi naik/turun, maksimum/minimum, titik belok) kurva dari
suatu fungsi berdasarkan sketsa turunan pertamanya berikut.
a.

y=fx)

o
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Seorang anak menggambar sebuah kurva tertutup setengah lingkaran

dengan diameter 28 cm. Lalu, dia berencana membuat sebuah bangun

segi empat di dalam kurva tersebut dengan masing-masing titik sudut segi

empat menyinggung keliling kurva.

a. Sketsalah kurva tertutup setengah lingkaran tersebut.

b. Buatlah segi empat yang mungkin dapat dibuat dalam kurva.
Sebutkanlah jenis-jenis segi empat yang dapat dibuat.

c. Hitunglah luas masing-masing segi empat yang diperoleh.

d. Segi empat yang manakah yang mempunyai luas terbesar? Carilah
luas segi empat terbesar yang dapat dibuat dalam kurva tersebut
dengan menggunakan konsep differensial.

Sebuah segi empat OABC dibuat pada daerah yang dibatasi oleh sumbu x,
sumbu y dan kurva fungsi y = (x — 1) Jika O adalah titik asal koordinat,
A pada sumbu x, B pada kurva dan C pada sumbu y maka tentukanlah
persamaan garis singgung dan persamaan garis normal di titik B agar luas
OABC maksimum. Sketsalah permasalahan di atas.

Seorang karyawan berencana akan tinggal di rumah kontrakan setelah dia
diterima bekerja di sebuah pabrik. Untuk menghemat biaya pengeluaran,
ia berharap dapat tinggal di kontrakan yang tidak jauh dari tempat dia
bekerja dan vang sewa kontrakan yang juga mendukung. Jika dia tinggal
x km dari tempat bekerja maka biaya transportasi adalah ¢ rupiah per km

b
per tahun. Biaya kontrakan adalah Tl per tahun (dalam rupiah), dengan
X

b dan c adalah konstanta bernilai real positif dan b > c. Dapatkah kamu
tentukan biaya minimum pengeluaran karyawan tersebut?
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. Penutup

Kita telah menemukan konsep turunan fungsi dan sifat-sifatnya dari berbagai
pemecahan dunia nyata. Berdasarkan sajian materi terkait berbagai konsep
dan sifat turunan fungsi di atas, beberapa hal penting dapat kita rangkum
sebagai berikut:

1. Misalkan f: R — R adalah fungsi kontinu dan titik P(x,, y,) dan O(x, + Ax,
v, + Ay) pada kurva f. Garis sekan adalah yang menghubungkan titik P

S +Ax) - f(x)
Ax

dan Q dengan gradienm_, =

2. Misalkan f'adalah fungsi kontinu bernilai real dan titik P(x,, y,) pada kurva.
Gradien garis tangen/singgung di titik P(x , y,) adalah nilai limit garis

lim f(xl +Ax)_f(x1)

Ax—0 Ax ’

sekan di titik P(x,, y,), ditulis 7, = Aﬁgilo M =

3. Misalkan fungsi /i S — R, S < R dengan (¢ — Ax, ¢ + Ax) < S dengan
Ax > 0. Fungsi f dapat diturunkan pada titik ¢ jika dan hanya jika nilai

lim fle+ Ax) = f(€) yga.
Ax—0 Ax

4. Misalkan i S — R dengan S < R. Fungsi f dapat diturunkan pada S jika
dan hanya jika fungsi f dapat diturunkan pada setiap titik ¢ di S.

5. Misalkan fungsi f: S — R, S < R dengan ¢ € S dan L € R. Fungsi f dapat di-
turunkan di titik ¢ jika dan hanya jika nilai turunan kiri sama dengan nilai turun-

an kanan, ditulis: f'(c) = L < lime _lim L =S© _

Ax—0 x—c Ax—0 x—c
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6. Aturan Turunan:
Misalkan f', u, v adalah fungsi bernilai real pada interval /, a bilangan real
dapat diturunkan maka:

a. fr)=a->f(x)=0

b. fix)=ax—>f'(x)=a

c. f)y=ax"—>f'(x)=ax"!

a. flx)=au(x) > f'(x) = au'(x)

b, fix) = alu()]" — f'(x) = au'(x)[u(x)]"""!

c. flx)=ulx)xv(x) > f'(x)=u'(x) £V'(x)

d. fx) = u(x)v(x) = f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)
o, )= 1 o £ = I,

7. Misalkan f adalah fungsi bernilai real dan dapat diturunkan pada x € [
maka

Jika f"(x) > 0 maka kurva selalu naik pada interval /

. Jika f"(x) < 0 maka kurva selalu turun pada interval /

Jika f"(x) > 0 maka kurva tidak pernah turun pada interval /

. Jika f"(x) < 0 maka kurva tidak pernah naik pada interval /.

oo o

8. Misalkan f adalah fungsi bernilai real yang kontinu dan ada turunan

pertama dan kedua pada x, € I sehingga:

a. Jika f'(x,) = 0 maka titik P(x,, f{x,)) disebut dengan stasioner/kritis.

b. Jika f'(x,) = 0 dan /"(x ) > 0 maka titik P(x , f{x,)) disebut titik balik
minimum fungsi.

c. Jika f'(x)) = 0 dan f"(x,) < 0 maka titik P(x , f{x,)) disebut titik balik
maksimum fungsi.

d. Jikaf"(x,) = 0 maka titik P(x, f{x,)) disebut titik belok.
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9. Kecepatan adalah laju perubahan dari fungsi s = f{¢) terhadap perubahan
waktu ¢, yaitu:

e Aari IO _ 10y atau v(n) = (1),

v(t) = 131312
Percepatan adalah laju perubahan dari fungsi kecepatan w(¢) terhadap
perubahan waktu ¢, yaitu:
vt + A —v(t) _

V(1) atau a(t) = v'(£) = 5"(2).
At

()=l

Selanjutnya, kita akan membahas tentang materi integral. Materi prasyarat
yang harus kamu kuasai adalah himpunan, fungsi, limit fungsi, dan turunan.
Hal ini sangat berguna dalam penentuan integral suatu fungsi sebagai
antiturunan. Semua apa yang kamu sudah pelajari sangat berguna untuk
melanjutkan bahasan berikutnya dan seluruh konsep dan aturan-aturan
matematika dibangun dari situasi nyata dan diterapkan dalam pemecahan
masalah kehidupan.
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Integral

u Kompetensi Dasar dan Pengalaman Belajar

Kompetensi Dasar

Pengalaman Belajar

Setelah mengikuti pembelajaran integral siswa

mampu:

3.10 Mendeskripsikan integral taktentu
(antiturunan) fungsi aljabar dan
menganalisis sifat-sifatnya berdasarkan
sifat-sifat turunan fungsi.

410 Menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan integral taktentu (antiturunan)
fungsi aljabar.

3.13. Mendeskripsikan integral tak tentu
(antiturunan) fungsi aljabar dan
menganalisis sifat-sifatnya berdasarkan
sifat-sifat turunan fungsi serta
menentukan anti turunan fungsi aljabar
dengan menggunakan sifat-sifat anti
turunan fungsi.

4.13. Menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan integral tak tentu (antiturunan)
fungsi aljabar.

o
c
=
c
o
o
<
L
=
i
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Melalui proses pembelajaran integral, siswa

memiliki pengalaman belajar sebagai berikut.

* menemukan konsep integral melalui peme-
cahan masalah autentik;

» berkolaborasi memecahkan masalah aktual
dengan pola interaksi sosial kultur;

* berpikir tingkat tinggi (berpikir kritis, kreatif)
dalam menyelidiki dan mengaplikasikan
konsep integral dalam memecahkan
masalah autentik.

Integral tak tentu
Fungsi aljabar
Derivatif
Antiderivatif




. Diagram Alir

Masalah Autentik > Integral
Y \
Integral Tak Tentu Integral Tentu
\
Fungsi Aljabar
Penerapan
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. Materi Pembelajaran

Setelah mempelajari konsep turunan, kamu akan mempelajari konsep
integral sebagai kebalikan dari turunan fungsi. Dengan demikian, kamu
akan memahami hubungan turunan dan integral. Keterlibatan integral sangat
menentukan perkembangan ilmu kalkulus bahkan juga sangat berpengaruh
dalam ilmu lain seperti geometri, teknologi, biologi, ekonomi dan lain-lain.
Menurut sejarah, orang yang pertama kali mengemukakan tentang ide integral
adalah Archimedes yang merupakan seorang ilmuwan bangsa Yunani yang
berasal dari Syracusa (287 — 212 SM). Archimedes menggunakan ide integral
tersebut untuk mencari luas daerah suatu lingkaran, luas daerah yang dibatasi
oleh parabola, tali busur, dan sebagainya. Prinsip-prinsip dan teknik integrasi
dikembangkan terpisah oleh Isaac Newton dan Gottfried Leibniz pada akhir
abad ke-17. Menurut sejarah pengembangan kalkulus juga diperani oleh
George Friederick Benhard Riemann (1826 — 1866).

8.1 Menemukan Konsep Integral Tak Tentu sebagai Kebalikan dari
Turunan Fungsi

Mari kita ingat kembali konsep aplikasi turunan pada bidang fisika.
Kecepatan adalah turunan pertama dari fungsi jarak dan percepatan adalah
turunan pertama dari fungsi kecepatan. Bila kita berpikir kembali tentang
aplikasi ini, bagaimana hubungan kecepatan jika percepatan yang diketahui.
Hal ini mempunyai pemikiran terbalik dengan turunan, bukan? Nah, konsep
inilah yang akan kita pelajari, yang disebut dengan integral.

Kita akan dibahas tentang arti dari “anmtiturunan” (anti derivatif),
Yintegral tak tentu”, dan beberapa hal dasar yang pada akhirnya membantu
kita untuk menemukan teknik yang sistematik dalam menentukan suatu fungsi
jika turunannya diketahui.
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Masalah 8.1

Di pelabuhan selalu terjadi bongkar muat barang dari kapal
ke dermaga dengan menggunakan mesin pengangkat/pemindah barang.
Barang dalam jaring diangkat dan diturunkan ke dermaga. Terkadang
barang diturunkan ke sebuah bidang miring agar mudah dipindahkan ke
tempat yang diharapkan. Dari permasalahan ini, dapatkah kamu sketsa
perpindahan barang tersebut? Dapatkah kamu temukan hubungan masalah
ini dengan konsep turunan (Ingat pelajaran Turunan pada Bab 7)

Alternatif Penyelesaian:
Misalkan masalah di atas kita sketsa dengan sederhana pada gambar berikut:

- ®
Gambar 8.1. Barang diturunkan ke bidang miring

Sekarang, kita misalkan jaring (barang) yang diturunkan adalah sebuah
fungsi, bidang miring sebuah garis, ketinggian adalah sumbu y, dan permukaan
dermaga adalah sumbu x maka gambar tersebut dapat disketsa ulang dengan
sederhana pada bidang koordinat kartesius.
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+ Barang diturunkan ke
v bidang miring

> X
Gambar 8.2. Jaring dan bidang miring

sebagai kurva dan garis pada bidang
koordinat kartesius

y=Jx) + ¢

R =f0) e
A IR

y=fx) + ¢k
Garis singgung
y=mx+tn

» X

Gambar 8.3. Perubahan konstanta
fungsi pada translasi kurva

Jika jaring tersebut sebuah kurva dan diturunkan pada Gambar 8.2 maka
berdasarkan konsep Transformasi (translasi), terjadi perubahan nilai konstanta
pada fungsi tersebut sampai akhirnya kurva tersebut akan menyinggung
bidang miring atau garis. Perhatikan gambar 8.3!

Berdasarkan gambartersebut, kurvayangbergerak turunakanmenyinggung
garis tersebut dengan konstanta n. Dengan demikian, kita akan menggunakan
konsep gradien suatu garis singgung untuk menemukan hubungan turunan
dan integral. Ingat kembali konsep gradien garis singgung yang kamu pelajari
pada materi Turunan. Gradien garis singgung suatu fungsi pada suatu titik
adalah nilai turunan pertama fungsi yang disinggung garis tersebut pada titik
singgungnya. Berdasarkan konsep tersebut maka Gambar 8.3 memberikan
informasi bahwa m adalah turunan pertama fungsi y = f(x).
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Secara notasi matematika dituliskan =Q = f(x) sehingga y = flx)
disebut anti turunan dari m. Dengan demikian anti turunan dari m adalah
v =f(x) + c. Hal ini berarti bahwa nilai konstanta ¢ dapat berubah-ubah.

Jadi, integral adalah antiturunan dari sebuah fungsi.

v

Masalah 8.2

Tentukan turunan fungsi-fungsi berikut.

1, 1,1
F(x) = — o
a) F(x) riiE d) F(x) R
1 1 13
b) Fx)=—-x'+4 Flx)= —x* —
) Fx) RIS e) Flx) 15 207

1
¢) Flx)= Zx4_8’

Dapatkan kamu tentukan turunan fungsi-fungsi tersebut? Coba kamu
turunkan fungsi-fungsi tersebut kemudian amatilah turunan nilai
konstantanya! Hubungkan kembali fungsi awal dengan turunannya
serta anti turunannya! Buatlah kesimpulan dari hasil pengamatan dari
penyelesaian yang kamu peroleh! (petunjuk: turunan fungsi F(x) adalah

Fix)=fx) =y")

Alternatif Penyelesaian:
Turunan fungsi:

1
a) F(x)= Zx4 adalah

F'(x):f(x)=y’:%[lx4}=x3.

b) F(x)= %x“ +4 adalah

a1,
F(x)=flx)=)'= E[Zx +4} =x’.
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c) F(x)= ix“ —8 adalah

F'(x)=f(x)= y'=%{%x4 —8} =x’

d) F(x)= %x“ —% adalah

F'(x)=f(x)=y'=j—xBx4 —ﬂmf

e) F(x)= L _ 13 adalah
4 207
art , 137
F' = =y'=—| = _ | =
(x)=f(x)=y dex 207} x

Jika dilakukan pengamatan terhadap kelima fungsi, maka seluruh fungsi F(x)
merupakan antiturunan dari fungsi f{x) = x°, sementara fungsi F(x) memiliki
konstanta yang berbeda-beda. Jadi, dapat ditunjukkan bahwa sebuah fungsi
dapat memiliki banyak antiturunan dengan konstanta yang berbeda.

>

turunan antiturunan
F(x) )

»  F(x)+c

Secara induktif dapat diambil kesimpulan bahwa jika F(x) adalah fungsi yang
dapat diturunkan, yaitu f{x) maka antiturunan dari f(x) adalah F(x) + ¢ dengan
c adalah sembarang konstanta.

17

> Definisi 8.1

Untuk fungsif: R — R dan F:R—R disebut antiturunan dari f jika
dan hanya jika F'(x) = f(x),VxeR.
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@[ Contoh|8:1

Jika m = 2x — 4 adalah gradien garis singgung dari sembarang kurva f{x)
maka tunjukkan bahwa terdapat banyak fungsi f{x) yang memenuhi.

Alternatif Penyelesaian:
Dengan mengingat konsep gradien suatu garis singgung dengan turunan

d
bahwa gradien adalah turunan pertama fungsi tersebut maka m = d_ic; =2x—4.

. . . . d
Berdasarkan Definisi 8.1 maka y adalah antiturunan dari gradien % =2x—-4

sehingga dengan konsep turunan maka y =x?—4x + ¢ dengan ¢ adalah konstanta
bernilai real. Perhatikan gambar berikut!

Gambar 8.4 Persamaan Garis Singgung (PGS) dan Fungsi f{x)

Pada Gambar 8.4 terdapat banyak garis yang sejajar dengan garis singgung
suatu kurva, yang berarti terdapat banyak kurva yang disinggung oleh masing-
masing garis tersebut. Ingat kembali konsep garis lurus dan persamaannya.

@|contonfe2

Jika y'= Zl = x°, tentukan nilai y dalam x.
X
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Alternatif Penyelesaian:
Berdasarkan hasil turunan y terhadap x, maka nilai y haruslah mengandung
unsur x*, karena mengingat aturan turunan, yaitu jika y = ax" maka y’'= anx""".

Jadi jika y'z%: x> maka y = ixz +c.

X

17

Proses menemukan y dari % merupakan kebalikan dari sebuah proses

turunan dan dinamakan antiturunan.

Jika F(x) adalah sebuah fungsi dengan F'(x) = f(x) dapat dikatakan bahwa
a. turunan F(x) adalah f{x) dan
b. antiturunan dari f(x) adalah F(x).

@[ contonia’a
Carilah antiturunan dari
a) y'=%=x4,
b y=2 a0,
c) y‘=2—§:=%.

Alternatif Penyelesaian:

a) Turunan dari x* pastilah mengandung unsur x* sehingga % (x’)=5x" dan

d(1l s\ 4
)
dy

Jadi antiturunan y'=—-= x* adalah y = gxs :
x
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b) Turunan dari x* pastilah mengandung unsur x* sehingga

d4_3 i l4=d24=i(l4j=23
E(x)—4x dan dx(2(4x e x| 2” T

d
Jadi antiturunan dari y' = d_)Jc} =2x" adalah y = %x .

1 1
Berdasarkan soal diperoleh bahwa 1 x ? sementara s xz] = %x 2,

4

Jx

d( ! oLt
maka diperoleh —(2362} = Z(ij P=x 7,

dx

Jadi, antiturunan dari y'= — adalah y=2+x.

X

Uji Kompetensi 8.1

Tentukan antiturunan dari fungsi-fungsi berikut:

1.

a.

b.

C.

d.

.

fix)=2x
fix)=-3x
fixy==3x
3
Sy =3x
f(x) = ax, untuk a bilangan real.

Tentukan antiturunan dari fungsi-fungsi berikut:

a.
b.

C.

. fix)=ax""", untuk a bilangan real dan m + n bilangan bulat, m + n # 1.

fx)=2x2
fx)=-3x3
fix)==2x°
o= 3
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3. Tentukan antiturunan dari fungsi-fungsi f{x) berikut:
1

a. flx)=x2 e. flx)=5x3

b, fx)=2x" £ ju)=§x§

c. fix)= x% g. fix)=100 x%

d flx)= x% h. flx)= %x"_l ,dengan a, b € R, b € 0, nrasional.

4. Tentukan antiturunan f(x) dengan memanfaatkan turunan fungsi g(x) di
bawah ini!
a. Jika flx) = 8x* + 4x dan g(x) = x* + x*
b. Jikaflix)= Jx dang(x)=x+/x

Jika f{x) = (x + 2)* dan g(x) = (x + 2)*

Jika f{x) = (x — 2)7° dan g(x) = (x — 2)™.

5. Jika gradien m suatu persamaan garis singgung terhadap fungsi f(x)

memenuhi m = x* — 1. Tunjukkan dengan gambar bahwa terdapat banyak
fungsi f(x) yang memenuhi gradien tersebut.

/e

8.2 Notasi Integral

Kita telah banyak membahas tentang turunan dan antiturunan serta
hubungannya pada beberapa fungsi yang sederhana. Pada kesempatan ini, kita
akan menggunakan sebuah notasi operator antiturunan tersebut. Antiturunan

dari sebuah fungsi f(x) ditulis dengan menggunakan notasi ”_[ ” (baca:
integral).
Perhatikan kembali Masalah 8.2. Alternatif penyelesaian tersebut, dapat
dituliskan kembali dengan menggunakan notasi integral.
a) Turunan F(x) = %x“ adalah
d

1
F'(x)=f(x)=y'= E{Zxﬂ =x’ sehingga diperoleh

F(x)=J.f(x)dx=jx3dx=%x4+c.
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b) Turunan F(x)= %x“ +4 adalah

F'(x)=f(x)= y‘%{%x“ + 4} = x’ sehingga diperoleh

F(x)=J‘f(x)dx:J‘x3dx=ix4+c.

¢) Turunan F(x) = %x“ —8 adalah

d|1
F'(x)=f(x)=y'= E{Zx“ —8} =x’ sehingga diperoleh

F(x)=J‘f(x)dx:J‘x3dx=ix4+c.

1 1
d) Turunan F(x) = Zx4 =3 adalah

F'(x)=f(x)=y'= %[%x“ —%} =x’ sehingga diperoleh

F(x)=J‘f(x)dx:J‘x3dx=ix4+c.

e) Turunan F(x) = L —% adalah

13 .
F'(x)=f(x)= y'=£{%x4 —W} =x’ sehingga diperoleh

F(x) =J.f(x)dx:_|‘x3dx=ix4 +e.

@|[contonla’a

Jika y = 3x* + 2x° tentukan % dan [4x* + 2x? dkx.
X
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Alternatif Penyelesaian:

Jika y = 3x* + 2x* maka diperoleh % - % =12x" +6x°
Il2x3 +6x? dx =3x*+2x* + c.

&> [3(4x +2x2) dx = 3x* + 2x° + c.

P 3_|‘4x3 +2x2 dx =3x*+2x* + c.

P _[4x3 +2x? dx =x*+ §x3 +c.

Jadi, I4x3 +2x%dx = x* +§X3 +c.

8.3 Rumus Dasar dan Sifat Dasar Integral Tak Tentu

Berdasarkan pengamatan pada beberapa contoh, jika semua fungsi yang
hanya dibedakan oleh nilai konstantanya diturunkan maka akan menghasilkan
fungsi turunan yang sama sehingga bila diintegralkan akan mengembalikan
fungsi turunan tersebut ke fungsi semula tetapi dengan konstanta c. Nilai
konstanta ¢ akan dapat ditentukan bila diketahui titik yang dilalui oleh
fungsi asal tersebut. Titik asal (intial value) dapat disubstitusi ke fungsi hasil
antiturunan sehingga nilai ¢ dapat ditentukan.

Perhatikan Contoh 8.2, Jika f(x) turunan dari F(x) dengan f(x) = x> maka
diperoleh F(x) = jx3 dx = %x“ + ¢ dengan ¢ adalah konstanta. Secara induktif,

dapat disimpulkan:

17

Jika F(x) adalah fungsi dengan F'(x) = f(x) maka I fAx) dx=F(x) +c.

@[ Contoh|8'5;

Diberikan turunan fungsi F(x) dibawah ini kemudian tentukanlah I F(x) dx
a. F(x)=x°

b. F(x)=x
c. F(x)=2+x
d. Fx)=x*+x.
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Alternatif Penyelesaian:
a. F(x)=x®maka F'(x) = 6x°, sehingga
j6x5 dx=x°+c.
1

b. F(x)=x = x * maka Fi(x) = %x

N | =

1
=0 sehingga
1
J.m dx = /x + c.1 1
— 1 P
c. F(x)=2+x = 2(x)? maka F'(x) = Z(EX 2J = %, sehingga
X
1
R — +
j\/; dx=2x +c.

d. F(x)=x*+x* maka F'(x) = 4x* + 3x?, sehingga
I4x3 +3x%dx=x*+xtc

Masalah 8.3

Pada konsep turunan, kita dapat memperoleh aturan turunan dengan
menggunakan konsep limit fungsi sehingga proses penurunan sebuah
fungsi dapat dilakukan dengan lebih sederhana dan cepat. Bagaimana
dengan konsep integral suatu fungsi? Adakah aturan yang dapat dimiliki
agar proses integrasi suatu fungsi atau mengembalikan fungsi turunan ke
fungsi semula dapat dilakukan dengan cepat?

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menjawab permasalahan ini, akan dilakukan beberapa pengamatan
pada beberapa contoh turunan dan antiturunan suatu fungsi yang sederhana.
Kamu diminta mengamati dan menemukan pola dari proses antiturunan fungsi
tersebut. Perhatikan Tabel 8.1
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Tabel 8.1 Pola Hubungan Turunan dan Antiturunan fungsi y = ax”"

Turunan .
. Antiturunan
Fungsi Fungsi (F(x)) Pola
(f(x))
1 x 1x’ —>1x1 L o
1 0+1
2x x? 2x' > %xz = i P
2 1+1
3x? X x> 3 = 2 el
3 1+1
8x° 2x* 8x’ > §x3 __8 X!
4 3+1
n—1 n anx”' 5 Zx" = _a
e ax 17 (n=1)+1
ax" 2 a xn+1
n+l

Dari pengamatan pada tabel tersebut, dapat dilihat sebuah aturan integral

n+l

X" dengan n

atau pola antiturunan dari turunannya yaitu jax "dx = P

bilangan rasional. Menurutmu, apakah ada syarat n yang harus dipenuhi pada
aturan integrasi tersebut?

Coba kamu lakukan kembali percobaan berikut seperti pada Tabel 8.1.
Amati dan dapatkan kembali kebenaran aturan integrasi di atas.
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Tabel 8.2 Pola hubungan turunan dan antiturunan beberapa fungsi F(x)

Turunan . .
Fungsi () Antiturunan Fungsi (F(x)) Pola
xlO
x2
_3x12
-3x° 4+ 4x°

0,5x%° — 1,25x"5 + 2,5x"°

Dari hasil pengamatanmu pada Tabel 8.2, dapatkah kamu tentukan syarat n
pada y = ax" agar pola integrasi tersebut berlaku secara umum? Apa yang kamu
peroleh pada tiga baris terakhir pada Tabel 8.2? Buatlah sebuah kesimpulan

dari hasil pengamatanmu.

Dengan adanya aturan tersebut, proses penyelesaian soal pada Contoh 8.4
dapat lebih sederhana. Amati kembali proses penyelesaian contoh tersebut

pada Contoh 8.6 dan Contoh 8.7 berikut!

@|[contonle’s

Tentukan nilai I4x3 + 2x? dx.
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Alternatif Penyelesaian:

4
I4x3+2x2 dx = x4 22l
3+1 2+1

4 2
=_4+_3+
4 3X C
2
=x*+ §x3+c.

Jadi, dengan menggunakan aturan tersebut, tidak perlu untuk mengetahui
terlebih dahulu fungsi awalnya, tetapi cukup diketahui fungsi turunannya.

@[ Contoh|8.7,

Jika fungsi F(x) = j‘B»x3 + 2x* — x + 1 dx melalui titik A(l,—i) maka
tentukanlah nilai F(x)! 12

Alternatif Penyelesaian:
F(x)= _|‘3x3 +2x*—x+ 1dx

— g 4 E 3 l 2
F(x)—4x+3x—2x erJrc.1 1
Jika fungsi melalui titik 4 (1,——) artinya F(1)=——

. . 12 12

sehingga diperoleh:

_3p 2 1 1
F(1) 414—31 21+1+c T

23 1
— + = _ — = _
St D atau ¢ 2
. . 2 1
Jadi, fungsi tersebut adalah F(x) = —x* + §x3 - Exz +x-2.

Dengan demikian, berdasarkan pengamatan pada tabel di atas, dapat ditarik
kesimpulan akan aturan sebuah integrasi, sebagai berikut:

17

-~/ Sifat 8.4

Untuk n bilangan rasional dan n # —1 dengan a dan ¢ konstanta real, maka

. 1

1 xX"dx =——x""+¢

() j n+l1

(i) [axde ==Lz re.
n+l1
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@Jcontonfe’s

Hitunglah integral berikut!
a) [4x dx

b) J.%dx
o) [Vxldx
d) J‘#dx.

Alternatif Penyelesaian:

a) J.4x3 dx = ix3+1 +c

3+1
=x*+c

b) .[xLde = Ix*Z dx

-2+1

—x'+c

1
241
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d) Iﬁdx = Ix_;dx

Misalkan £ bilangan real, f{x) dan g(x) merupakan fungsi yang dapat
ditentukan integralnya, maka :

1. Idx=x+c
2. [kdr=hc+e

n+l

3. _[x”dx= +c

n+l

4. [kf) de= k| fix) dx

5. _[[}‘(x) + g(x)] dx = f(x) dx + g(x) dx
6. [[fx) — g(0)] dx = fx) dx — g(x) d.

& 3%
Tentukanlah hasil dari

a. I2x4\/x_3dx

b [Ge+1)’dr

c. j("ig’j dx |
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a) j2x4 \/x_3dx

b) Jee+ 1) dx

Alternatif Penyelesaian:

3
j 2x* x? dx
3

2_[ x*.x2 dx
ZI x4+% dx

11
111 x21+c
—+1
| 2

IxZ +2x+1dx

1
— =" x+c

2+1 1+1

1 3 2
gx +x " +x+c.
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@J[contonleio

Diketahui fungsi biaya marginal dalam memproduksi suatu barang setiap bulan

dc 20+6
adalah M, =—= o
a0~ 3

. Tentukan fungsi biaya total dalam satu bulan!

Dengan:

Q = banyak produksi (Quantity)

C = biaya produksi (7otal Cost)

MC = biaya marginal (Marginal Cost).

@ Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK




Alternatif Penyelesaian:

I(2Q3+6]dQ
J3(0+3)0

- §IQ+3dQ

&(9)

= %(%Q2+3Q+cj

= %QZ +20+c.

@|[conteniei

Tentukan fungsi y = F(x) dari persamaan diferensial
y=1dix=1.

x*dy
X

Alternatif Penyelesaian:
Langkah 1.
Ubah bentuk persamaan diferensial tersebut menjadi:

2
xdy:_yz\/; <:}a'_)zi Jx
y

=Y i
2
X

dx

3
<y~ dy =x 2dx (ingat sifat eksponen)

=—»*Jx dengan
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Langkah 2. Dengan mengintegralkan kedua ruas diperoleh:
3
= J'y’zdy = Ix 2dx

Q;yiz-ﬂ _ 31 x—§+l ‘e
2
1
S -y =-2x’+c
o122,
y x

Langkah 3. Dengan mensubstitusi titik awal ke 1

Karena y =1 di x = 1 maka 1
y

Jadi, fungsi tersebut adalah —l =—

-2
=—+c¢

Jx

y

-2
=——+c atauc=1.

%
Nx
"y

+1atauy =

N

Sifat 8.6
Misalkan f(x), £,(x), . . .

[(A(@)+A@+ 4 £, (x

, f(x) adalah fungsi yang dapat diintegralkan.
Integral tak tentu hasil penjumlahan dua fungsi atau lebih sama dengan
integral tak tentu dari masing-masing fungsi, yaitu:

) dv = f,(x)dc+ [ £,(0) de+...+ [ £, (x)
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) 82
Tentukanlah nilai dari [(3x6 — 2x* + 1) d.

Alternatif Penyelesaian:
_[(3x6 —-2x*+ 1) dx = 3._|.x6 dx — 2_|‘x2 dx + _[1 dx

2
==X —§x3+x+c,

7

@|[canton(a’i3

Carilah nilai f{x) jika f'(x) = x> — 4x* + 3 dan f(0) = 1.

Alternatif Penyelesaian:
F(x) = x* — 4x> + 3 maka f(x) = [’ — 4> + 3 dx
fx) = Ix3 —4x*+ 3 dx

o flx) = %x“ —§x3 +3x+c, karena f{0) = 1

< fl0)=0-0+0+c=1, berarti c= 1.
Jadi, nilai f{x) adalah f{x) = %x“ —§x3 +3x+1.

Masalah 8.4

Konsep antiturunan atau integral banyak berperan dalam menyelesaikan
permasalahan dalam bidang fisika. Pada fisika juga banyak diperankan
oleh konsep turunan, contohnya adalah permasalahan kecepatan dan
percepatan. Dengan mengingat integral adalah balikan dari turunan, maka
dapatkah kamu temukan hubungan konsep turunan dan integral dalam
permasalahan kecepatan dan percepatan? Coba kamu tunjukkan peran

integrasi pada hubungan besaran tersebut?
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Alternatif Penyelesaian:

Ingat kembali konsep yang telah diuraikan pada materi turunan. Pergerakan
sebuah objek yang semakin menjauhi ataupun semakin mendekati berarti ada
terjadi perubahan pergerakan pada lintasan, sehingga kecepatan adalah laju
perubahan dari lintasan terhadap perubahan waktu, yaitu:

v(1)= dST(tt) atau v(f) = s'(¢) sehingga s(7) = Iv(t)dt .

Pergerakan dipercepat atau diperlambat berhubungan dengan kecepatan
objek tersebut, yaitu terjadi perubahan kecepatan kendaraan. Percepatan
adalah laju perubahan kecepatan terhadap perubahan waktu, yaitu:

a(r)= dVT(tt) atau a(f) = v'(r) = s"(¢) sehingga v(¢) = Ia(t)dt .

dengan:
t =waktu

s(t) = fungsi lintasan
v(¢) = fungsi kecepatan
a (t)= fungsi percepatan.

Masalah 8.5

Jika diketahui percepatan sebuah benda yang bergerak pada garis
koordinat adalah a(r) = —2¢* + 3¢ + 1. Tentukanlah fungsi posisi benda
tersebut.

Alternatif Penyelesaian:
Dengan menggunakan konsep di atas maka :

W) = [a(t) dr atau v(t) = [~262 + 31+ 1 dt

2,.3
W)y=—Zr+-r+t+c
( 372
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Kemudian

s(f) =fv(t) dt atau S(t)zj—§t3 +%t2 +t+cdt

23
s(t)=—3t4 +27 +lt2 +ct+d
4 3 2

S(t):—lt4+lt3+lt2 +ct+d.
6 2 2

Uji Kompetensi 8.2

1. Selesaikanlah !

a. Jikay=x*, carilah %} kemudian tentukan =’ dx dan =2x’dx..

1

1 1
b. Jika y=x2, carilah d_y kemudian tentukan nilai j x 2dx dan

d
jzx;dx. )

c. Jikay= 4x*—2x?, carilah nilai Z:—y kemudian tentukan
X
[(16x7— 4x) d.

d. Jika y=(3x + 1)*, carilah nilai j—y kemudian tentukan

X
[Gx+ 1y dx.

e. Jika y=+/1-4x, carilah d_y nilai kemudian tentukan I !

dx..
dx V1-4x
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2. S

a

on

o

d.

elesaikan integral berikut!

. I3x dx e. jxm dx

. v £ [28¢7 dx

. I5x4 dx g. I20x59 dx
J-—x5 dx h. J‘xé dx .

3. Tentukan nilai dari:

, 3
a. j X +;de
b. Izix+x2—e"de
c. I 5e"+lx3—ijdx.
3 X
4. Buktikan!
a. j [/(x)+g(x)]dx= j £(x) dx+j 2(x) dx.
b [/ ()~ g()]dr=[ f()dr [ g(x)d.

Petunjuk: anggap F(x) merupakan antiturunan dari fix) dan G(x)
d

merupakan antiturunan dari g(x). Selanjutnya, carilah I (F(x) + G(x)).
X
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Tentukan nilai dari:

3x+2
a. J.\/; dx
x> —4x+10
b. — dx
j ~Jx

c. fer+1ydx
6. Selesaikanlah integral berikut!

a. [x(Vx-1)dx
b. sz—x)dx e [Fax
c. J.3x(%—ljdx

7. Tentukan nilai y jika:

o
—
=
«l
W
oy

janr)
—
VR
N

=

|

= | w
N—
LS}

>

dy
. —=1
a e 0
dy
. = =2x>-4
b " X
dy
c. — =4x+3x?
i X X
d Q=x2+22x—5
dx X
dy 2
L= == :
e o I 2\/;

8. Carilah nilai f(x) jika:
a. fi(x)=2x-1danfi0)=3

b, ()= x + % dan (1) = 1.
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9. Selesaikan persamaan-persamaan diferensial berikut:
Q = 2 J— = 1 =
a. 3x*+4x—1,y=5dix=2.
L C 6 =
b. 0 2x+ 1) y=6dix=0.
c. % — (2 -2) y=1dix=0.

10. Tentukan persamaan fungsi implisit F(x, y) = 0 yang melalui titik (2, — 1)
dan gradien garis singgung di setiap titik (x, y) pada grafiknya ditentukan
persamaan y = = ,v#0.

4y

I1. Tentukan persamaan fungsi f, jika fungsi y = f{x) terdefinisi untuk

x > 0 melalui titik (4, 0) dan gradien garis singgungnya di setiap titik
1

ditentukan oleh persamaan f{x) = T ++/x .
X

12. Tentukan persamaan fungsi fjika grafik fungsi y = f(x) melalui titik (1, 2)
dan gradien garis singgung di setiap titiknya ditentukan oleh persamaan
y=1-16x*x#0.

13. Sebuah objek berjalan sepanjang suatu garis koordinat menurut percepatan
a (dalam centimeter per detik) dengan kecepatan awal v (dalam centimeter
per detik) dan jarak s, (dalam centimeter). Tentukan kecepatan v beserta
jarak berarah s setelah 2 detik.

a. a=tv,=2,5,=0

b. a=(1+0)°v,=4,5=6

c. a=x2+1,v,=0,5,=10

d a=(1+07°v,=4,5=0.
Soal Proyek

Kumpulkan masalah tentang penerapan integral tak tentu dari fungsi

aljabar dalam berbagai bidang maupun masalah nyata yang ada di
sekitarmu. Ujilah sifat-sifat dan rumus dasar tentang integral tak tentu
di dalam pemecahan masalah tersebut, kemudian buatlah laporan hasil
karyamu untuk disajikan di depan kelas.
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. Penutup

Beberapa hal penting sebagai kesimpulan dari hasil pembahasan materi
Integral, disajikan sebagai berikut:

1. Integral merupakan antiturunan, sehingga integral saling invers dengan
turunan.

2. Jika F(x) adalah sebuah fungsi dengan F(x) = f{x) dapat dikatakan bahwa:
a. Turunan dari F(x) adalah f{x) dan
b. Antiturunan dari f(x) adalah F(x)

3. Jika F(x) adalah sebarang antiturunan dari f{x) dan ¢ adalah sebarang
konstanta, maka F(x) + ¢ juga antiturunan dari f{x).

Jika F'(x) = f(x) maka [f(x) dx = F(x) + c.
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Matematika

Filosofi pendidikan dalam pengembangan Kurikulum 2013 berbasis pada nilai-nilai luhur,
nilai akademik, kebutuhan peserta didik dan masyarakat yang bertujuan untuk membangun
sumber daya manusia Indonesia yangberiman, berkemanusian, berpengetahuan dan berke-
terampilan. Kerangka filosofis ini harus menjadi kerangka berpikir pendidik (guru) atau
mindset guru dalam menyelenggarakan pendidikan itu sendiri (termasuk didalamnya daya
dukung kurikulum, tujuan dan isi pendidikan,penilaian proses dan hasil pendidikan.

Pembelajaran matematika diarahkan agar peserta didik mampu berpikir rasional dan
kreatif, mampu berkomunikasi dan bekerjasama, jujur, konsisten, dan tangguh menghadapi
masalah serta mampu mengubah masalah menjadi peluang. Guru memampukan peserta
didik untuk menemukan kembali berbagai konsep dan prinsip matematika melalui
pemecahan masalah nyata di lingkungan budayanya. Aktivitas peserta didik mengonstruksi
berbagai konsep, sifat, dan aturan matematika melalui pemecahan masalah kompleks.
Komunikasi dan kerjasama di antara peserta didik dalam memahami, menganalisis, berpikir
kritis dan kreatif dalam memecahkan masalah menjadi fokus utama dari guru.

Pembelajaran matematika dalam buku ini mempertimbangkan koneksi matematika
dengan masalah nyata, bidang ilmu lain, dan antar materi matematika di dalamnya. Dalam
kajian konsep dan prinsip matematika sangat tergantung semesta pembicaraan yang disepa-
kati dan pertimbangan jangkauan kognitif peserta didik di setiap jenjang pendidikan. Setiap
konsep dan prinsip yang dibangun merupakan acuan untuk menemukan konsep yang baru,
baik dalam satu topik ataupun antar topik. Misalnya, konsep dan prinsip pada topik menentu-
kan himpunan penyelesaian suatu program linear dua variabel dapat dibangun dari konsep
dan prinsip yang ada pada topik menentukan himpunan penyelesaian dari suatu sistem persa-
maan linear dua variabel; atau konsep dan prinsip pada topik turunan dibangun dari konsep
dan prinsip yang ada pada topik limit fungsi. Pola pikir deduktif dengan pendekatan pembela-
jaran induktif, matematika yang bersifat abstrak dengan pendekatan konkrit, sifat hirarkis dan
konsistensi, serta penggunaan variabel atau simbol yang kosong dari arti, merupakan
karakteristik matematika yang harus menjadi bahan pertimbangan guru dalam pelaksanaan
pembela-jaran di kelas.

Sajian buku ini di mulai dengan materi Induksi Matematika, kemudian secara berurutan
dilanjutkan dengan Program Linear, Matriks, Transformasi, Barisan, Limit Fungsi, Turunan dan
diakhiri dengan materi Integral.
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