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Pendahuluan

Haloo.. Ananda tercinta, salam jumpa kembali pada pembelajaran
matematika. Kalian tentu tahu bahwa matematika merupakan ilmu yang dibutuhkan
di semua bidang. Bahkan ada seloroh bahwa ketika kita berhenti bermatematik maka
berhenti pulalah kehidupan ini. Nahh dalam kehidupan sehari-hari, berbagai
permasalahan yang kita hadapi dapat melahirkan berbagai konsep matematika.
Berdasarkan konsep umum matematika yang diperoleh dari permasalahan tersebut,
kita mampu menyelesaikan kembali permasalahan yang serupa. Sebagai contoh,
misalkan kita melakukan pengamatan terhadap respon tubuh yang sedang alergi
terhadap suatu zat dengan tingkat dosis obat antibiotik. Dari data yang kita peroleh,
kita dapat memodelkan batas dosis pemakaian antibiotik tersebut. Dengan demikian,
masalah alergi yang serupa dapat diatasi bila kembali terjadi. Percobaan yang kita
lakukan adalah sebuah konsep pendekatan terhadap solusi permasalahan tersebut.
Jadi, konsep dapat kita peroleh dengan mengamati, menganalisis data dan menarik
kesimpulan.

Kompetensi Dasar

3.1 Menjelaskan dan menentukan limit fungsi trigonometri
4.1 Menyelesaikan masalah berkaitan dengan limit fungsi trigonometri

Deskripsi Singkat
Pada pendahuluan, Ananda telah diajak untuk memahami suatu konsep
pendekatan pada nilai tertentu. Konsep tersebut merupakan contoh konsep
dasar sederhana dari materi limit fungsi dalam kehidupan sehari-hari. Pada
pertemuan Kkali ini kita akan membahas tentang limit fungsi trigonometri.

Motivasi/Apersepsi

Di kelas XI Ananda telah belajar tentang limit fungsi aljabar, sedangkan materi
yang akan kita bahas dalam modul ini yaitu tentang limit fungsi trigonometri.
Ketika mendengar kata trigonometri pasti Ananda ingat bahasan tentang
trigonometri di kelas X. Jadi benar apa yang Ananda pikirkan jika materi kali ini
berkaitan dengan trigonometri di kelas X dan limit fungsi aljabar di kelas XI. Jika
Ananda sedikit lupa tentang kedua hal tersebut, Ananda boleh membuka
kembali buku matematika kelas X dan XI dan mengingat kedua konsep tersebut
yang telah bapak/ibu guru matematika ajarkan di kelas X dan XI. Jika belum
terlalu paham, jangan khawatir, dalam modul pembelajaran mengenai materi
limit fungsi trigonometri kita akan belajar perlahan langkah demi langkah secara
rinci agar Ananda dapat lebih mudah memahaminya.

Peta Materi

Ananda tercinta, berikut disajikan peta materi untuk konsep limit fungsi
trigonometri. Konsep limit fungsi trigonometri tidak lepas dari materi limit
fungsi aljabar dan rumus-rumus trigonometrinya. Oleh karena itu kedua materi
tersebut merupakan materi prasyarat untuk Ananda dalam memahami,
menentukan dan menyelesaikan masalah limit fungsi trigonometri.
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Fungsi Aljabar Fungsi Trigonometri

Limit Fungsi Sifat-sifat Limit Rumus-rumus
Aljabar Fungsi trigonometri

Nahhh ... berikut ini merupakan peta materi bagaimana cara menentukan dan
menyelesaikan limit fungsi trigonometri yang akan Ananda pelajari dalam
modul ini.

gsi Trigonometri

menyederhanakan

Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari materi pada pembelajaran pertama ini, Ananda
diharapkan dapat:

¢+ Menjelaskan arti limit fungsi trigonometri di suatu titik

R

+ Menghitung limit fungsi trigonometri di suatu titik

R

+ Menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan limit fungsi trigonometri

Petunjuk Penggunaan

Sebelum Ananda mempelajari e-modul ini, Ananda harus memperhatikan
petunjuk sebagai berikut:

Petunjuk Umum

+«+ Bacalah modul ini secara berurutan dan pahami isinya.
++ Pelajari contoh-contoh penyelesaian permasalahan dengan seksama
dengan pemahaman bukan dihapalkan.
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% Kerjakan semua tugas-tugas yang ada dalam modul ini agar kompetensi
Ananda berkembang sesuai dengan kompetensi yang diharapkan.

% Setiap mempelajari materi, Ananda harus mulai dari menguasai
pengetahuan pendukung (uraian materi) melaksanakan tugas-tugas,
mengerjakan lembar latihan.

% Dalam mengerjakan lembar latihan, Ananda jangan melihat kunci
jawaban terlebih dahulu sebelum Ananda menyelesaikan lembar latihan.

% Kerjakan lembar kerja untuk pembentukan keterampilan sampai
Ananda benar-benar terampil sesuai kompetensi.

% Sebelum konsultasi dengan guru ketika menghadapi kesulitan dalam

memahami salah satu atau beberapa materi dalam modul ini, cobalah

Ananda buka atau browsing literatur atau buka buku-buku referensi lain

yang relevan dengan materi dalam modul ini.

Petunjuk Khusus

+ Pada kegiatan pembelajaran kali ini Ananda akan mempelajari limit
fungsi trigonometri dan rumus dasarnya, serta bagaimana cara
mengerjakan limit fungsi trigonometri ini secara praktis dengan
menggunakan konsep aljabar yang telah Ananda peroleh sebelumnya
sejak SMP dan di kelas XI, serta menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan limit fungsi trigonometri

« Perhatikan dengan seksama setiap konsep dan pahamilah contoh-
contoh soal yang diberikan, dengan demikian Ananda dapat
mengerjakan soal latihan pada lembar kerja secara sistematis.

% Kerjakanlah soal evaluasi dengan cermat agar Ananda dapat :
=  Menggunakan sifat-sifat limit fungsi dalam menyelesaikan soal-soal

yang berkaitan.
=  Menyelesaikan masalah limit fungsi trigonometri.

Uraian Materi

Pada pelajaran matematika wajib kelas XI, Ananda telah belajar mengenai definisi
limit fungsi aljabar yaitu bahwa suatu limit fungsi f(x) dikatakan mendekati a
{f(x), a} sebagai suatu limit. Bila x mendekati a, dinotasikan limit F(x) = L. Cara
menyelesaikan limit fungsi aljabar, terdapat 3 cara untuk menyelesaikan limit
fungsi aljabar yaitu dengan metode (1) substitusi langsung; (2) pemfaktoran; (3)
merasionalkan penyebut. Nahhh semoga Ananda masih mengingat ini yaa...

Pada kegiatan pembelajaran ini Ananda akan belajar bagaimana menyelesaikan
limit fungsi trigonometri. Cara menyelesaikan limit fungsi trigonometri dibagi
menjadi 4 metode, yaitu (1) dengan metode substitusi langsung; (2) dengan
menggunakan rumus dasar limit fungsi trigonometri; (3) dengan metode
pemfaktoran; (4) dengan cara menyederhanakan fungsi trigonometrinya.
Sebagai materi prasyarat pada bahasan limit fungsi trigonometri selain Ananda
harus hapal nilai-nilai sudut istimewa untuk sin, cos, tan dan kebalikannya juga
harus hapal rumus-rumus trigonometrinya ya. Jadi Ananda boleh sambil buka
buku atau catatan kelas X tentang rumus-rumus trigonometri dan kelas XI tentang
limit fungsi aljabar. Okay, sekarang kita lihat satu per satu cara menyelesaikan
limit fungsi trigonometri..
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Metode substitusi langsung
Penerapan metode substitusi langsung dalam menentukan atau
menyelesaikan limit fungsi trigonometri sangat mudah, yakni dengan
langsung mengganti x dengan angka yang tertera di soal atau

Jlrig@ﬂ_f(:-:] = f(a)

Perhatikan contoh soal berikut:

Gunakan metode substitusi untuk menentukan nilai Limit fungsi trigonometri
berikut ini:

. . . T . 2T . 0
1. limsin2x = sin2 Z) =sin—-= sin90” =1

N
X7y

2. lim tan3x + 2 :tan3(%n)+2 — tan(45°) +2= 1+2 =23

x—>T
. sinx sin 0 0
x—0Sinx+cosx sin0+cos 0 0+1
TT.
4. Jimizeos2x _ 1-c0s2(;)  1-cosm _ 1-(-1) _ 1+1 _ 2 _ 1
" LT 2cos2x Zcosz(;—r) 2cosm 2(-1) -2 -2

2
Berikut disajikan tabel sudut istimewa yaa biar Ananda gak ribet lagi nihhh..

tapi nanti harus dihapal lohh..

30° 45° 60° 90°
L ) 1i i
o] i i :
= = = 1
ot |
7V3 7V2 V1 7V0
1 1 1
= = = 0
2 1 ’ %. ﬁ 1 2

z 7V2 zV3 1
T e
1 Tdk
5‘/-3: 2 V3 terdefinisi

Menggunakan rumus dasar limit fungsi trigonometri
rumus dasar dari limit fungsi trigonometri sederhana. Rumus dasar limit
fungsi trigonometri tersebut adalah:

. Sinax a . tan ax a

1. lim = - 5. lim = —
x—0 bx b x—0 tan bx b

. ax a . Sinax a

2. lim— = - 6. lim =-
x—0 Sin bx b x—>0 bx b
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. tanax a . tanax a

3. lim — = 7. lim — = -
x—0 bx b x—0 sinbx b

. ax a . sSinax a

4. lim == 8. lim = =
x—0 tan bx b x—0tanbx b

Perhatikan dengan seksama dan teliti rumus dasar di atas, jika Ananda jeli
Ananda akan menemukan pola jawaban rumus tersebut. Sebagai penguat kita
simak contoh soal di bawah ini yaa...

Dengan menggunakan rumus limit fungsi trigonometri di atas, tentukan nilai
limit fungsi trigonometri berikut:

. sin 2x 2
1. im——== =
x-0 3x 3
. 2x 2
2. lim— = =
x—0 Sin 3x 3
., tan5x 5
3. lim = =
x-0 3x 3
2x 2 1
4' e
x—-0 tan 6x 6 3
. tan2x 2
5. lim ==
x—0 tan5x 5
tan5x—tan 3x . Ly ..
6. lim————— = --- dengan menggunakan sifat dari limit fungsi aljabar

x-0 3x
yang telah Ananda pelajari di kelas XI, maka soal ini dapat kita pecah menjadi

tan5x

lim

x->0 3x x->0 3x

Dari keenam contoh soal yang diberikan, ternyata untuk menjawabnya
Ananda tinggal menuliskan angka yang tertera di soal aja yaa... Gimana mudah
bukan...? Yakin deh 100% Ananda dapat mengikutinya sehingga kita lanjut ke
tingkatan berikutnya. Yukk kita simak lagi contoh soal berikutnya.

Tentukan nilai limit fungsi trigonometri berikut ini:

1.

2.

. x sin 5x . X . sin 5x 1 5 5

lim———— = lim= .lim—— = = .= =|=

x—0 3x tan 2x x—03x xbotan2x 3 2 6

. 2sin%2x . 2sin2x.sin 2x 2 5. sin 2x . sin2x 2 2 2 8
lim = lim————— = - lim  lim = - .- .- |=-
x—0 3x x—0 3.x.x 3 x-0 X x-0 X 3 1 1 3
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Metode Pemfaktoran

Untuk metode pemfaktoran konsepnya sama persis dengan metode
pemfaktoran dalam limit fungsi aljabar yang telah Ananda pelajari di kelas XI.
Metode pemfaktoran dilakukan ketika Ananda menemukan jawaban dengan

bentuk tak tentu atau %, nahh artinya di sini Ananda harus melakukan

pemfaktoran. Trik metode pemfaktoran adalah Ananda harus membuang si
pembuat nol dalam fungsi tersebut. Sebagai contoh, perhatikan soal di bawah
ini.

Tentukan nilai limit berikut:
. tan x . tan x . tanx . 1 ‘| 1 1 1 1
1. 1 > = lim = |lim Jlim ==, —=1.-= =
x—0X“+2x x—0 x(x+2) x—0 X x—0 (x+2 1 0+2 2 2
\ W 4 J
faktorkan
. sin(x-1)(2x+3) _ .. sin(x—=1)(2x+3) _|y..__sin(x=1)|| .. (2x+3)|_
2. }gﬂl x2+4x-5 }clir} (x=1)(x+5) _{}gﬂl (x-1) }}E} (x+5)}_
| D43 _ 5 —
T (1+5) 6 StratesifatHrmic
3. lim SR < lim SR
. tan(x-1) ;. sin(l—\/x_)_ . sin(l—\/x_) _
e L e M = S e Ter s R
4 i SN0 1 1 .11
1.}Cl_r)r11 T '}cl—r>r11(1+\/x_) = 1'1'_1+ﬁ = 1.1.2 =

Menyederhanakan Fungsi Trigonometrinya

Untuk dapat mengerjakan soal limit fungsi trigonometri seperti ini,
mengharuskan Ananda buka kembali rumus-rumus trigonometrinya. Agar
lebih efektif yuk simak contoh soalnya.

Tentukan nilai limit fungsi berikut ini:
1-cosx

1. lim =

x—0 2x sin x

Jika Ananda mensubstitusi x dengan 0 maka akan didapat bentuk tak tentu
atau %. Dalam hal ini Ananda harus merubah cos x menjadi fungsi lain.
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Ingat Kembali rumus:
cos2x = cos’x — sin®x

1 .51 .1
1 — cos x 11— (coszjx — szfx) cosx = coszix— sznzix
m—————— = lim :
x-0 2xsinx x—0 2x sinx
51 51 .51 .51
y ( s 7x)+ sin®>x ’ Sin®5x + sin® 5 x
= |llIm - = 11mm -
x—0 7 2xsinx x—0 2x sinx

Ingat Kembali rumus: . 5
cos?x + sinx = 1 2sin 27X

a4 2 = lim———=—
Maka sin“x =1 — cos“x x-0 2% sin x
g 21 2 1 1
sinf=x=1—cos*=x 2sinsx.sins
2 2 . 2 2
= lim _
x—0 2x sinx
2sins sinl 2 11 1
= lim 27 im _2 —~22__
x=0  2X x-0 Sinx 2 1
Rumus sudut rangkap m
. cos 2x . cos?x—sin?x . cos x—sin x) (cos x+sin x
2. 111’1’1—,= lll’I’l—,= llm( )( )=
x—% cosx—sinx xot cosx—sinx x—% (cosx—sinx)
. . T . T 1 1
limcosx + sinx = cos—+sin—= -vV2+ -vV2 = V2
Xk 4 4 2 2
4

Bagaimana dengan contoh soal tersebut? Ananda sudah mulai paham kan cara
mengerjakannya? Agar lebih matang, Ananda kembali ingat rumus-rumus
trigonometrinya yaa.. nihhh di bawah ini disajikan beberapa rumus
trigonometri untuk Ananda.

Berikut ini merupakan kumpulan rumus dasar trigonometri. Ananda tinggal
menyesuaikan sudut yang diminta dari soal yang diberikan seperti contoh
soal di atas.

=
Identitas Trigonometri . sin2a=2sinacosa

. cos2 a=cos’a—sin‘a

. sin‘r+costx =1 .
" . cosZa=2cos"a—1
. Sin“x=1-cos°x

. cos®xr=1— sin’x

cos2 o=1-2sin’a

2 ano
. tan 2o = e

sine = H —ltos .
. cotx ==X roz
sinx 2

1.1
. COS a=§+Ec052a

1
. BECY = ——
CoS X

. sin3a = 3 sin a—4sin*
. CSCY = — .
sinx . o5 3o =4 cosTa— Jcosa
z_ 2
- sect=tan'x +1 . 2sina cos f = sin(a + ) + sin (c— f§)
Lo o pnpd
. csex=cotx+1 . 2cos e sinff = sin(e + §) —sin (e — f)
. . . 2cosacosf = cos(e + f) + cos (o — )
Rumus Trigonometri £ (@ +f) @B
. —2sinccos f = cos(x + B) —cos (a— )
. sinfe + f§) = sina cosf + cosa sinff sina + sinf = Zsiul(a+ﬁl cost (a—p)
. = 3 J 7 J
. sinfe — §) = sine cosff — cosa sinff 1 1
. 5i —5i = = | sin = (o —
. cos{a+ ff) = cosx cosff — sina sinf§ sinet —sin § Zr,'ﬂs‘z(_tx+ﬁ: sin 3 (¢ B

1 1
. cos{e— ) = cosa cosfl + sina sinfi . cosa + cosf = 2eos;(a+ f) cos3 (a—f)

tana+tanf
. tan(e+ ﬁ:‘zm . tosa—tosﬁ:—Zsin%{rx+ﬁjsiﬂ% (ee—f)

_ tana+tanf
- tan(z—f) ~ 1+tana tanf
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Rangkuman

Setelah Ananda mempelajari materi limit fungsi trigonometri beserta contoh
soalnya, pada chapter ini Ananda diminta untuk membuat rangkuman sendiri
hasil dari pemahaman Ananda dalam mempelajari limit fungsi trigonometri. Nahh
di space kosong ini tuliskan keluhan Ananda dalam mempelajari materi limit
fungsi trigonometri, misal saya kesulitan memahami limit fungsi trigonometri
pada pembahasan ke (4) yaitu menyederhanakan rumus trigonometrinya karena
masih kurang paham dengan rumus-rumus trigonometrinya. Atau apapun itu deh
yaa..

Catatan saya

latihan

Kerjakan soal untuk mengukur kemampuan pemahaman konsep Ananda

terhadap materi limit fungsi trigonometri berikut ini:

sin 3x+cos 2x

1. lim ———= ... rasionalkan  penyebutnya, (Jawaban:
x—300 1-tan2x

—2(1++3))

. sin2x . 1

2. lim—=... (jawaban: -)
x—0 sin 6x 3

sin2x sin3x __

3. —= (jawaban: 1)
x—0 sin 2x tan 3x
. sin%x . a
4. lim = ... (jawaban: —)
x—0 tan cx bc

5. }Cl_rg Siz(zx_;z) = (jawaban : i)

Lembar Kerja Keterampilan

Pada Lembar Kerja berikut, Ananda kerjakan soal-soal tentang limit fungsi
trigonometri secara detil dan penuh ketelitian. Kemampuan keterampilan Ananda
dalam melihat sudut pandang soal sangat dibutuhkan. Berikut adalah soal
keterampilan yang disajikan:

1. Selesaikan limit fungsi trigonometri berikut:

. 1—-cosx
1 et

1
a. = .. Jawaban —
12

x—0 2x sin 3x
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b. limi=2nx Jawaban =
x—oL COS°X 2
2
2. Gunakan metode menyederhanakan rumus trigonometri untuk
menyelesaikan limit fungsi trigonometri berikut:
a. lim S233%=Cosx (gunakan rumus ke 19 dan 20)

" x50 sin3x—sinx
Jawaban : 0
. sin4p+sin2p
b. lim———=-.-
p—0 3pcosp

Penilaian Diri

(gunakan rumus ke 18) jawaban : 2

Berilah tanda $ pada kolom “Ya” jika kalian mampu dan “Tidak” jika belum

mampu memahami kemampuan berikut:

No. Kemampuan Diri

Ya

Tidak

1. |Mampu menjelaskan pengertian limit fungsi trigonometri

2. |[Mampu menentukan limit fungsi trigonometri

3. |Mampu menjelaskan sifat-sifat limit fungsi trigonometri

4. Mampu menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan

limit fungsi trigonometri

Latihan lagi Yuk....

Pilih satu jawaban yang paling tepat!

- . 1. Sinx+sin 5x
1. Nilai dari lim ——= = -..
x—0 6X

A2 D.

w |-

B.

—_
2
|
—_

C.

N | =

Jawab : B

sin(x-2) _
x2 —3x+2

2. Nilai dari lim
x—2

A —- D.
2

N |-

B.— = E.1
3

C. 0

Jawab : E
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- s sin 12x
3. Nilai dari lim ————— = ...
x>0 2x (x242x-3)

A -4
B. -3
c. -2

o
o N

Jawab : C

s . 7. COS4xsin3x
4, Nilai dari lim ———=:--
x—0 5x

A2 D.
B. 1

CE E. O
Jawab : C

5. Nilai dari 91(1_r)r(1) 1_?25 Ax

A. -8 D. 4
B.-4 E.8
C. 2

D. 4

Jawab : E

2 .
. Cqs x“—1 )sin 6x
6. Nilai dari lim (*-1)sin6x =
x—0 X3+ 3x2+2x
A -3

B.-2
C.2
Jawab : A

m g
U1 w

in( 1= 2 cos( 1- 1
7. Nilai dari lim SPUZ2) 90500
x—1 x—1

(x2-5x+6)sin(x—2) _ .
(x2-x-2)2 -

D.—
E.—

8. Nilai dari lim
X -2
A.

B.

C.0
Jawab : D

UlRrwlr
Wk o|r

9. Nilai dari lim —=222% _ — ...

I i
x_)ZCOSX sinx

A.=\2 D. 22
B.-V2 E.3v2

C.2
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Jawab : C

xtanx

10. Nilai dari lim

x >0 1—cos 2x -

A -1 D.1
2
B.0 E.2
1
C.s
Jawab : C

Uji Kompetensi

Pilih satu jawaban yang paling tepat.

. tan x
1. lim——=--
x -0 x%+2x

A.

(@)
NIR O RN

. 2sin?2x
3. lim =

x—0 3xtan3x
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Glosarium

Fungsi : merupakan suatu relasi yang memetakan setiap anggota dari
suatu himpunan yang disebut sebagai daerah asal atau domain
ke tepat satu anggota himpunan lain yang disebut daerah
kawan (kodomain).

Limit : Batas atau suatu fungsi f(x) akan mendekati nilai tertentu jika
x mendekati nilai tertentu.

Trigonometri : cabang matematika yang mempelajari ilmu ukur sisi dan sudut
suatu segitiga, dalam hal ini adalah segitiga siku-siku.

Limit fungsi trigonometri adalah limit fungsi yang memuat bentuk trigonometri (sin,
cos, tan, secan, cosecan, cotan)
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